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Prefacio

Estas notas de aula contém o material apresentado nas aulas da disciplina
COE 751 Andlise de Redes Elétricas dos cursos de Mestrado e Doutorado do
Programa de Engenharia Elétrica da COPPE/UFRJ. O objetivo das notas é
facilitar o acompanhamento da disciplina, reduzindo a necessidade do aluno
em anotar as informacoes fornecidas em aula e permitindo ao mesmo uma
leitura antecipada dos assuntos expostos. Estas notas nao tém o objetivo de
substituir a consulta a bibliografia recomendada na disciplina, a qual contém
informacOes muito mais abrangentes que as aqui apresentadas.

Parte do material apresentado tem um caréter de revisao de assuntos ja
estudados em disciplinas de graduacao. O objetivo de introduzir esses topicos
em uma disciplina de poés-graduagao é nivelar os conhecimentos de alunos
com diferentes formacoes bésicas e uniformizar a notagao e a nomenclatura
utilizadas.

Estas notas de aula vém sendo revisadas e ampliadas ao longo de vérios
anos, acompanhando a evolucao da literatura no tema e corrigindo erros
de edicao. Entretanto, apesar do esforco em eliminar erros, alguns ainda
persistem. O autor agradece antecipadamente aos leitores que indicarem
eventuais erros encontrados.

A forma atual destas notas de aula nao seria possivel sem a ajuda ines-
timéavel dos alunos de Mestrado e Doutorado que as utilizaram e apontaram
erros e omissoes contidas em edicOes anteriores, aos quais o autor apresenta
seu profundo agradecimento. Este agradecimento se estende a professora
Carmen Lucia Tancredo Borges, com a qual ao autor tem dividido a disci-
plina de Analise de Redes Elétricas nos ultimos anos, e que tem contribuido
decisivamente no aperfeicoamento deste texto.

Rio de Janeiro, Mar¢o de 2006
Djalma M. Falcao
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Capitulo 1

Sistemas Elétricos de Poténcia

1.1 Introducao

Este capitulo apresenta uma visao geral do estudo de Sistemas Elétricos de
Poténcia (SEP) dos pontos de vista de sua estrutura funcional, planejamento
e operacao, estudos e ferramentas computacionais. E também apresentada
uma introducao ao processo de reestruturacao do setor elétrico atualmente
em andamento.

1.2 Estrutura Funcional dos SEPs

De um ponto de vista funcional, os SEPs apresentam uma estrutura como
mostrada na Figura 1.1. Seus principais componentes sao os subsistemas de:

e (leragao: composto pelas usinas ou centrais geradoras. Essas centrais
podem ser do tipo hidrelétrica, térmica (carvao, 6leo, gas natural, etc.)
ou nuclear. As centrais hidrelétricas, em geral, sdo localizadas em pon-
tos distantes dos centros de consumo, exigindo sistemas de transmissao
complexos e em tensao elevada.

e Transmissdo: constituido pelas linhas de transmissao e equipamentos
auxiliares necesséarios para transmitir a energia produzida nas centrais
geradoras até os centros de consumo. Os sistemas de transmissdo po-
dem ser em corrente alternada (CA) ou em corrente continua (CC),

Figura 1.1: Estrutura funcional de um SEP
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sendo os ultimos utilizados apenas no caso de transmissao de grandes
blocos de poténcia a longas distancias.

e Distribui¢do: constituido pelas subestacoes e alimentadores responsa-
veis pela distribuicdo da energia elétrica aos consumidores industriais,
comerciais e residenciais. Em geral, incluem também uma parte local
do sistema de transmissdo, em tensao mais baixa, o qual recebe a
denominacao de subtransmissao.

o (Comercializa¢do: representa o segmento reponsavel pela compra e
venda de energia no atacado e no varejo. Nao incorpora ativos fisi-
cos mas somente os mecanismos de comercializacao da energia. Por
esta razdo é representado por uma caixa pontilhada na Figura 1.1. A
comercializacao de energia para grandes consumidores pode ser reali-
zada diretamente do subsistema de transmissao ou subtransmissao.

Na figura 1.2 é apresentado o diagrama unifilar de um SEP onde sao
ilustrados os subsistemas acima referidos. Nesse sistema hipotético, existem
duas grandes centrais geradoras hidrelétricas localizadas a grande distancia
do centro de consumo. Uma delas é conectada ao sistema através de uma
linha de transmissao em CC (% 600 kV) e a outra através de uma linha de
transmissao em CA (750 kV). Parte da energia dessas centrais é utilizada por
um sistema de distribui¢do, constituido por linhas de subtransmissao (138
kV) e por varias subestacoes de distribui¢ao (apenas uma delas é mostrada na
figura). Um grande consumidor industrial é alimentado diretamente através
do sistema de subtransmissao. Também existe nesse sistema uma central
térmica de médio porte. A partir da subestacao de distribuicdo, partem ali-
mentadores na tensao de 13,8 kV, os quais alimentam consumidores industri-
ais nesse nivel de tensdao e consumidores comerciais e residenciais através de
uma rede secundaria de distribuicao em 220/127 V. Conectada diretamente
a rede de distribuicao, existe uma pequena central geradora a qual representa
a tendéncia moderna de Geracao Distribuida.

1.2.1 Sistema Elétrico Brasileiro

O sistema de energia elétrica brasileiro tem dimensdes continentais. E com-
posto pelos subsistemas das regides Sudeste e Centro Oeste (SE/CO), das
regides Norte e Nordeste (N/NE) e da Regido Sul (S). Os subsistemas SE/CO
e S foram interligados ao subsistema N/NE em dezembro de 1998 por uma
linha de transmissao em 500 kV, com a capacidade de transmissao de 1000
MW e com 1000 km de extensao, tendo os seus terminais nas subestagoes de
Imperatriz (Maranhao) e Serra da Mesa (Goias). Esta interconexao foi pos-
teriormente reforcada com a construcao de circuito paralelo ao acima referido
e de uma nova linha de transmissao, conectando as subestacoes de Impera-
triz e a regiao metropolitana de Salvador (Bahia). Esse sistema constitui o
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Figura 1.2: Diagrama unifilar de um SEP tipico

chamado Sistema Interligado Nacional (SIN). Apenas 3,4 % da capacidade
de produgao de eletricidade do pais encontram-se fora do SIN, em pequenos
sistemas isolados localizados, principalmente, na regido amazonica. A Figura
1.3 apresenta a malha principal de transmissao do SIN.

A capacidade instalada do sistema interligado brasileiro é de 77.321 MW,
sendo 66.321 MW em usinas hidrelétricas e 11.000 MW em usinas térmelétri-
cas. Para se obter a capacidade de producao total disponivel, deve-se somar
a esses valores & disponibilidade de importagao de 2.178 MW da Argentina
e 4.100 MW de Itaipu, parte contratada 3 ANDE/Paraguai’.

O sistema brasileiro apresenta uma forte preponderancia de geragao hi-
drelétrica (mais de 90 % da capacidade instalada) e caracteriza-se pela pre-
senca de grandes reservatérios com capacidade de regulacao plurianual, em
cascatas distribuidas em varias bacias hidrograficas. O sistema inclui a usina
de ITtaipu, a maior usina hidrelétrica do mundo, com capacidade instalada

'Dados obtidos na pagina do ONS na Internet (www.ons.org.br) para o ano de 2003.
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Figura 1.3: Malha principal do sistema interligado brasileiro (Fonte ONS:
www.ons.org.br).

de 12.600 MW, de propriedade comum do Brasil e do Paraguai.

As taxas histéricas de crescimento da carga no sistema brasileiro tém
sido elevadas devido ao esforco de industrializacao do pais. Na década de
70, a taxa média de crescimento foi de cerca de 9 %. No periodo de recessao
economica, compreendido no final da década de 80 e inicio da década de 90,
essa taxa reduziu-se para cerca de 4 %. Em 1997, o crescimento da carga foi
de 6 %. A previsao para os proximos dez anos é que a demanda do sistema,
brasileiro devera crescer com uma taxa média de cerca de 5 % ao ano.

1.3 Planejamento e Operagao de SEPs

As atividades da engenharia de SEPs podem ser classificadas em trés catego-
rias principais, baseando-se nos horizontes de tomada de decisao considerados
e as agoes permitidas no mesmo. Essas categorias sdo:
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o Planejamento da Ezpansdo: tem como objetivo determinar, dentro de
um horizonte de longo prazo (até 30 anos), os novos equipamentos a
ser instalados no sistema, visando atender um aumento previsto da
demanda de energia elétrica. Geralmente, o planejamento é realizado
de forma mais ou menos independente nos diversos blocos funcionais
do sistema. No caso da geragao e transmissao, existe uma integracao
mais forte do processo de planejamento.

e Planejamento da Operagdo: tem como objetivo estabelecer uma es-
tratégia de operagao, incluindo planos de emergéncia, para um hori-
zonte de médio prazo (por exemplo, até 5 anos para sistemas hidro-
térmicos com regulacao plurianual, como é o caso do Brasil). Nor-
malmente é subdividido em um planejamento da operacgao energética,
no qual se analisa a melhor estratégia para utilizagdo dos recurso e-
nergéticos (4gua disponivel e prevista para afluir aos reservatorios em
contraposi¢ao ao uso de combustivel nas usinas térmicas) e um plane-
jamento da operagao elétrica, no qual sao analisados os impactos das
decisoes energéticas, do programa de manutencao, etc., no desempenho
dos subsistemas de geragao e transmissao, visando garantir um nivel
adequado de confiabilidade.

o Operagao em Tempo-Real: tem como objetivo atender & demanda ins-
tantanea do sistema, segundo as diretivas do planejamento da oper-
acao, com desvios minimos em relacdo as tensoes e frequéncia no-
minais e minimizando as interrup¢oes no fornecimento de energia. A-
tualmente é realizado a partir dos Centros de Operacao de Sistemas.
os quais posuem facilidades para aquisicao remota de dados e teleco-
mando (SCADA) e sistemas computacionais capazes de fornecer aos
operadores condicoes mais adequada para tomadas de decisoes e acoes
de controle.

1.4 Estudos e Ferramentas Computacionais

Para executar as tarefas relacionadas ao planejamento e operagdo de SEPs
descritas no item anterior, os engenheiros de SEP necessitam de ferramentas
computacionais para andlise, simulacdo e controle. Essas ferramentas per-
mitem aos engenheiros a tomada de decisdes com relagao ao planejamento da
expansao, & melhor estratégia de operagao e ao efetivo controle do sistema.
A seguir sao relacionadas algumas ferramentas e tipos de estudos utilizados
nos varios estagios da engenharia de SEPs:

e Ferramentas Béasicas de Analise e Simulacao:

— Fluxo de Poténcia;

— Curto-Circuito;



6 Anaélise de Redes Elétricas

— Simulagdo da Dindmica Eletromecéanica;
— Analise Modal,

— Simulagao de Transitorios Eletromagnéticos.
e Ferramentas de Otimizacao e Avaliagdo Probabilistica:

— Fluxo de Poténcia Otimo;

Fluxo de Poténcia Probabilistico;

Avaliacao da Confiabilidade de Sistemas de Geracao, Transmissao
e Distribuicao;

— Avaliagdo da Confiabilidade Composta de Sistemas de Geragao-
Transmissao.

e Estudos/Ferramentas de Planejamento da Expansao:

— Previsao de Carga a Longo Prazo;
— Expansao do Sistema de Geragao;
— Expansao do Sistema de Transmissao;

— Expansao do Sistema de Distribuigao.

e Estudos/Ferramentas de Planejamento da Operagao:

Previsao de Carga a Médio Prazo;
— Programagao Hidrotérmica;

— Programagao da Manutencao;

Esquemas de Emergéncia;

— Determinacao da Reserva Operativa.

e Ferramentas da Operagdo em Tempo-Real:

Sistema de Aquisi¢ao de Dados e Supervisao (SCADA);

Estimagao de Estado e Configuragdo da Rede;

— Previsao de Carga a Curto-Prazo;

Avaliacdo Estatica e Dinamica da Seguranca.

1.5 Reestruturacao dos SEPs

As empresas de energia elétrica em quase todos os paises do mundo estdo
passando por um processo de reestruturacao. Essas mudancas iniciaram-
se na década de 80 no ReinoUnido (Inglaterra, Escocia e Pais de Gales) e
em alguns paises da Ameérica Latina (Chile, Bolivia, etc.), e foram esten-
didas a outros paises na década de 90. As motivagdes principais para o
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Coordenador

Figura 1.4: Operacao do SEP como monopolio regulado

proceso de reestruturacao do setor elétrico nao sao necessariamente as mes-
mas em todos os paises. Em alguns casos, como no Reino Unido e paises da
Ameérica Latina, a reestruturacido acompanhou o processo de privatizacao do
setor elétrico, direcionado para atrair capitais privados e liberar o governo
dos pesados investimentos necessarios & expansao do setor. Nos paises do
Leste Europeu, o processo segue uma tendéncia generalizada de privatizagao
e descentralizagdo administrativa. Nos Estados Unidos e em outros paises,
onde as empresas de energia elétrica em sua maior parte ji eram empre-
sas privadas, a reestruturacao tem como objetivo aumentar a competicao e
desregulamentacao, visando diminuir o custo da energia para o consumidor
final e conduzir a uma utilizacdo mais eficiente dos recursos energéticos e
melhor preservacao do ambiente.

No modelo antigo, as empresas de energia elétrica tém uma estrutura
vertical, englobando, na maioria dos casos, os segmentos de geracao, trans-
missdo, distribuicao e comercializacao. Essas empresas recebem uma con-
cessao para o fornecimento de energia para uma determinada regido do pais
e atendem & demanda nessa regido usando a energia gerada no seu proprio
sistema, ou adquirida de empresas vizinhas, mediante contratos de longo ou
curto prazos. Em alguns sistemas, contratos de fornecimento de energia entre
empresas nao diretamente conectadas eletricamente podem existir, exigindo
a transferéncia de energia atravésdo sistema de transmissao de uma terceira
empresa (wheeling). O modelo é fortemente regulado e ndo existe a possibili-
dade de uma empresa comercializar energia diretamente a consumidores fora
de sua area de concessao. Do ponto de vista econémico, o sistema opera como
um monopolio regulado. Em geral existe algum mecanismo coordenador da
operagao do sistema interligado, o qual orienta as diversas empresas com com
relacao ao melhor aproveitamento dos recurso energéticos e confiabilidade do
sistema elétrico. Este modelo é ilustrado na figura 1.4.
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Uma grande variedade de modelos de reestruturagao do setor elétrico tém
sido propostos. Na maioria desses modelos, o desmembramento (unbundling)
dos segmentos de geracao, transmissao e distribuicao em diferentes empresas,
estd presente. A transmissdo e a distribuicdo s@o consideradas monopolios
naturais e, em geral, continuam reguladas de maneira a permitir um am-
biente competitivo para empresas de geragdo e comercializagdo. As empre-
sas de transmissao e distribuicao sao obrigadas a permitir o acesso ao seu
sistema, mediante a cobranga de um servigo de transmissao (pedégio), pos-
sibilitando as transagoes de energia entre quaisquer empresas de geragao e
comercializacao, desde que as restricoes operativas do sistema assim o per-
mitam. Em varios paises, a operacao do sistema é delegada a um ou mais
Operadores Independentes do Sistema - OIS (Independent Systems Opera-
tors - 1S0O), sem nenhum interesse financeiro no mercado de energia elétrica.
O escopo da atuagao do OIS, suas atribuigdes e responsabilidades, variam
de um pais para outro ou mesmo entre OISs de um mesmo pais. No min-
imo, o OIS terd um papel semelhante ao do coordenador de operagdes do
modelo antigo. No outro extremo da escala, o OIS pode ser responsével
pelo planejamento da expansao da transmissao, planejamento da operacao
elétrica e energética, e operagdo em tempo-real. O OIS poderd ou nao ser
o proprietario dos sistemas de transmissao sob sua responsabilidade. Da
mesma forma, o OIS poderd ou ndo operar o mercado de energia elétrica.
Em alguns casos, a operagao do mercado é delegada a uma outra entidade
denominada de Bolsa de Energia(Power Ezchange - PX). Em muitos casos,
o OIS é responsavel por oferecer os chamados Servigos Ancilares (Ancillary
Services), os quais incluem o controle automatico de geragao, suporte de
reativos, reserva operativa, etc. Em outros casos, o OIS coordena um mer-
cado de Servigos Ancilares providos por outras empresas. Finalmente, o
novo modelo geralmente inclue uma agéncia governamental (Agente Regu-
lador) responsével pelo controle e supervisao do funcionamento do mercado
de energia e o cumprimento dos direitos dos consumidores. Uma tentativa
de ilustrar o novo modelo dos SEPs é mostrado na Figura 1.5.

1.5.1 Privatizacao e Reestruturacao do Setor Elétrico Bra-
sileiro

Por volta de 1990, o governo brasileiro iniciou um programa de privatizagao
do setor elétrico. Esse programa fez parte do esfor¢o do governo no sentido de
atrair capital privado para os setores de infra-estrutura enquanto o governo
concentrava suas acoes em areas como educacao e saiide. No perfodo 95-98,
varias empresas de distribuigao de grande porte (Light, Eletropaulo, CPFL,
etc.) foram vendidas para grupos formados por investidores nacionais e
estrangeiros. No momento, as empresas privadas ja detém 80 % do mercado
de distribuicao de energia elétrica no pais (por energia consumida) e cerca de
15 % da geracao de energia elétrica (por energia produzida). Apos a mudanca
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Figura 1.5: Operacao do SEP em um ambiente competitivo

de governo em janeiro de 2003, o processo de privatizacao foi interrompido.

Paralelamente ao processo de privatizacao, o setor elétrico brasileiro foi
submetido a um processo de reestruturagao. O modelo antigo, baseado no
monopolio estatal, foi substituido por um novo modelo onde existe a com-
peticao nos segmentos de geracao e comercializagdo. O processo de reestrutu-
racao foi concebido de forma tal que leva em consideracao as particularidades
ja comentadas do sistema brasileiro. Em uma primeira fase do processo, de
1999 a 2004, o novo modelo do sistema elétrico brasileiro previa a existéncia
de um Mercado Atacadista de Energia (MAE), no qual os compradores e
vendedores de energia elétrica podiam efetuar suas transacoes e no qual o
preco da energia era estabelecido (prego spot) através de um processo central-
izado de otimizacao. O MAE foi criado por um acordo multilateral do qual
obrigatoriamente participaran todos os geradores com capacidade instalada
maior que 50 MW e todos os consumidores com consumo acima de 100 GWh
por ano. Grandes consumidores, com consumo acima de 10 MW, puderiam
optar por ser membros do MAE.

O modelo contemplava, também, a existéncia do Operador Nacional do
Sistema Elétrico (ONS), o qual tem funcao de operador independente do
sistema, com as responsabilidades de realizar o despacho 6timo centralizado,
de acordo com as regras aceitas pelo membros do MAE, o qual objetiva a
operacao do sistema com custo minimo, mantendo niveis adequados de confi-
abilidade. Com a finalidade de garantir o cumprimento das leis e acordos que
definem o funcionamento do sistema elétrico brasileiro reestruturado, foi cri-
ada a Agéncia Nacional de Energia Elétrica (ANEEL), a entidade reguladora
do setor elétrico brasileiro.

Com a mudanga de governo em janeiro de 2003, iniciou-se um processo de
revisao do modelo do setor elétrico brasileiro, o qual culminou com a promul-
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gacgao da Lei 10.848, em marco de 2004, e varios decretos, que estabeleceram
um novo marco regulatério. Para fins de comercializagao de energia elétrica,
o novo modelo prevé a co-existéncia de dois ambientes de comercializacao:

e Ambiente de Contratacao Regulada (ACR);

e Ambiente de Contratacao Livre (ACL).



Capitulo 2

Modelos de Componentes

2.1 Introducao

Este capitulo apresenta uma revisao de modelos de componentes de SEP uti-
lizados em estudos de regime permanente, particulamente no caso do célculo
de fluxo de poténcia e estudos neste baseado. Na obtencdo desses modelos,
assume-se que os dispositivos sdo equilibrados e operados em regime perma-
nente senoidal a freqiiéncia industrial (50Hz ou 60Hz). Maiores detalhes com
relacao aos modelos apresentados neste capitulo podem ser encontrados em
[3], [17], [4] e [18].
Os modelos dos seguintes elementos sao apresentados a seguir:

Linhas de transmissdao em CA;

Elos CC;

Transformadores;

Geradores e Compensadores Sincronos;

Bancos de Capacitores e Indutores;

Compensadores Estaticos;

Cargas.

2.2 Linhas de Transmissao em CA

Nas aplicagoes abordadas neste trabalho, as linhas de transmissdo em CA
sao modeladas como um circuito m-equivalente [3|, como mostrado na Figura
2.1, cujos parametros sao dados por:

Zkm = Tkm T JTkm = 2Zc senh(yl) (2.1)

s s 75 1

11
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k . m
Zkm = TkmTJI%Tkm

Figura 2.1: Circuito equivalente de linha de transmissao

Tabela 2.1: Valores tipicos dos parametros de linhas de transmissao

Para- Linhas Aéreas Cabos
metros 230 kV | 500 kV [ 230 kV | 500 kV
R (Q/km) 0,050 | 0,028 | 0,028 | 0,128

zp =wL (Q/km) | 0488 | 0325 | 0339 | 0,025
be =wC (uQ~1/km) | 3,371 | 5200 | 2456 | 96,5

onde
[ : comprimento da linha (km);
Z. = \/z/y : impedancia caracteristica (Q);
7 = /yz : constante de propagagao;
z = R+ jwL : impedancia série (2/km);
y = G + jwC : admitancia shunt (Q~!/km).

R,G, L e C nas expressdes acima representam, respectivamente, a re-
sisténcia, a conduténcia, a reatincia e a capacitancia por kilometro da linha.
O procedimento para calculo desses parametros pode ser encontrado em
varios livros textos, por exemplo na referéncia [17]. Na tabela 2.1 sdo ap-
resentados parametros tipicos de linhas aéreas e cabos subterraneos em CA
para varios niveis de tensao [18].

2.3 Elos CC

Um sistema de transmissao em corrente continua (CC), ou simplesmente um
elo CC, é basicamente constituido por:

e Sistema em corrente alternada (AC) supridor;

e Terminal conversor de corrente alternada em continua (retificador);
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Transformadores com comutacdao automética sob carga dos conver-
sores;

Linha de transmisao em corrente continua;

Sistema de aterramento

Terminal conversor de corrente continua em alternada (inversor);
e Sistema em corrente alternada (AC) receptor.

Os elos CC podem ser configurados de formas distintas, sendo as seguintes
as mais utilizadas na pratica [18]:

e Elo Monopolar: a linha CC utiliza um tnico condutor, normalmente
de polaridade negativa, com retorno pelo solo ou pela agua;

e Elo Bipolar: a linha CC possui dois condutores, um positivo e outro
negativo; cada terminal tem dois conversores idénticos conectados em
série e cuja juncgao é aterrada;

e FElo Homopolar: a linha CC possui dois ou mais condutores, todos
de mesma polaridade, geralmente negativa, e opera sempre utilizando
retorno pelo solo ou pela agua.

A Figura 2.2 representa de forma esquemética um elo monopolar e serd
utilizada como base para a apresentacao do modelo de elos CC. Nessa figura
o Sistema AC1 é o supridor de poténcia e o sistema AC2 é o receptor.

Sisterma AC 1 " — + Sistema AC 2
1 I 1:4
O aENCENES =G
—_— — -
Fot+ih Fiti g

4

Figura 2.2: Representacao esquemética de um elo CC (monopolar)

O desenvolvimento de modelos de elos CC exige a representagdo detal-
hada do funcionamento dos conversores e componentes auxiliares. Para efeito
de estudos em regime permanente, é suficiente utilizar um modelo do tipo
circuito equivalente, como aquele desenvolvido em [21], o qual é mostrado
na Figura 2.3.

O modo de operacao mais comum de um elo CC é obtido configurando-
se o retificador para manter a corrente na linha CC constante e o inversor
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Ra Rg Fa
(TAVAVAN WA AVAY WAVAYAY
— 4
Iz
= K E.cosa Fa Vi KB cosy —

Figura 2.3: Circuito equivalente da linha CC

operando com angulo de extingdo minimo. Nesta forma de operagao, as re-
lagOes entre as variaveis do circuito equivalente do elo sdo as seguintes [18]:

Equagdes do Inversor

Vai = KiE; cosYmin — Reilg (2.3)
2
K; = ibiti (2.4)
i
3
R, = _Xcibz (25)
i
¢i = cos  (Vai/KiEy) (2.6)
P = Valy (2.7)
Qz - Btan¢i (28)

Equagdes do Retificador

Vir = Vai+ Rl (2.9)
V. X1
—1 dr crld
o = Cos + 2.10
K.E, \/2FE,t, (2.10)

K, = ZZbt, (2.11)

Rcr = §)(01”()1”
™

Or = cosil(vdr/KrEr)
P = Vgl
QT = Prtang,

2.13
2.14
2.15

~~~ ~~ —~~
~— ~— ~—  ~—

onde

Vg e Vg, : tensoes na linha CC nos terminais do inversor e do retificador;
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E; e E,: valores rms das tensoes CA nos terminais do inversor e do retifi-
cador;

I : corrente na linha CC;
Ry : resisténcia da linha CC;
Ymin : valor minimo do dngulo de extincao do inversor;

b; e b, : nimero de pontes de conversores em série no inversor e no retifi-
cador;

t; e t, : posicoes dos taps dos transformadores do inversor e do retificador;

X e X @ reatancias de comutacao, por ponte e por fase, do inversor e do
retificador;

P; e P, : poténcia ativa retirada do inversor e injetada no retificador;
Q; e Q, : poténcia reativa demandada pelo conversor e retificador.

Equagbes similares as mostradas acima podem ser desenvolvidas para
outros modos de operacao do elo CC e podem ser encontradas na referéncia
[18].

A solucao conjunta dos sistemas CA e do elo CC é relizada de forma
iterativa, processando-se alternadamente as equagoes do modelo AC e do
modelo CC, considerando-se constantes as variaveis externas do modelos CC
e CA, respectivamente. Nos sistemas CA, as varidveis externas consideradas
sao as tensoes E; e E, enquanto que no elo CC essas variaveis sao F;, P, Q;

e Q.

2.4 Transformadores

Na representacao de transformadores em estudos de regime permanente é
usual desprezar-se as resisténcias dos enrolamentos, as perdas no ntucleo e
a influéncia da corrente de magnetizacdo. Desta forma, o transformador
é representado simplesmente por um transformador ideal, com relacdo de
transformacao dada por N,/N,, em série com sua reatancia de dispersao
equivalente x;, como mostrado na Figura 2.4. Esta reatancia é obtida através
de ensaio de curto-circuito nos terminais do transformador.

Na representacao em pu, caso as bases de tensao no primério e secundéario
do transformador sejam escolhidas com relagao igual a N,/Ng, o transfor-
mador ideal desaparece do circuito equivalente o qual apresenta o aspecto
mostrado na Figura 2.5.
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m

Figura 2.4: Circuito equivalente de transformador

x4 (pu)
—
L i

—

—3

Figura 2.5: Circuito equivalente de transformador em por unidade (pu)

2.4.1 Transformadores com relacao de transformacao vari-
avel sob carga

Suponha uma relagdo de transformacao genérica dada por:
a = N,/Ny=tel? (2.16)

Dependendo dos valores assumidos por t e ¢, teremos a seguinte correspon-
déncia com o componente a ser representado:

¢ =0et#0 = Transformador com variagao
automatica de tap sob carga (LTC!);
t=1e ¢ # 0 = Transformador defasador?.

Do circuito equivalente do transformador mostrado na Figura 2.6, onde a
reatancia x; foi substituida por uma admitancia genérica y, temos:

VI = B(-I) (2.17)

2Load Tap Changer: sao utilizados como elementos de controle de tensio ou de fluxo
de reativos.

20s transformadores defasadores sio usados para controlar o fluxo de poténcia ativa
em um circuito.

y
L@ a:l  — P
[ J @
Vp Es Vs
@ L]

Figura 2.6: Circuito equivalente do transformador
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Figura 2.7: Circuito equivalente de transformador com variacdo automética
de tap sob carga

Vo I _
Vo
I, = —y(B— Vi) = —y(2 — Vi) (2.19)
Y y Vo
I, = L(B,-V,)=21(2_vV, 2.2
b = L -v) =Lz (2:20)

as quais podemos reunir na forma matricial

l ﬁp ] —yl 1_/f7a _11/a* ] l ‘;? ] (2.21)

No caso dos LTC’s (¢ = 0,a = t), temos

“Tp]:yli/lt;t _1/tH“ﬂ (2.22)

e no caso dos transformadores defasadores (t = 1,a = /%), temos

el TR e

No caso dos LTC’s, a partir da equagao (2.22) é possivel sintetizar o
modelo m-equivalente mostrado na Figura 2.7. O mesmo ndo é possivel
para o caso dos transformadores defasadores devido a assimetria da matriz
presente na equagao (2.23).

2.4.2 Transformadores trifasicos

Os transformadores trifasicos, no caso de operacao em condicoes equili-
bradas, utilizam uma representacao do modelo de sequéncia positiva idéntico
aquela mostrada nos itens anteriores.
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Tt

n

Figura 2.8: Circuito equivalente de transformador com trés enrolamentos

2.4.3 Transformadores com trés enrolamentos

Transformadores com trés enrolamentos sao, normalmete, representados por
circuitos em estrela como mostrado na Figura 2.8. Essa representagao in-
troduz um no6 ficticio na rede (né f) o qual ndo existe fisicamente no trans-
formador. Os parametros do circuito equivalente da Figura 2.8 sdo obtidos
a partir dos valores das reatancias de dispersao entre os enrolamentos (zs,
Zpt € Te) as quais sdo obtidas através de ensaios de curto-circuito em pares
de enrolamentos, com o terceiro enrolamento aberto.

Os valores de x,, x5 e x4 sao obtidas resolvendo-se o seguinte sistema de
equacoes

Tp+Ts = Tps (2.24)
Tp+xp = Ty (2.25)
Ts+Ty = Tg (2.26)
(2.27)
de onde resulta
1
T, = E(xps + Tpt — Tot) (2.28)
1
Ty = 5(%8 + Tt — Tpt) (2.29)
1
wr = (@ Ter — wps) (2.30)

Deve-se notar que, de acordo com (2.28), (2.29) e (2.30), é possivel que
existam reatancias negativas na representacao da Figura 2.8.

2.5 Geradores e Compensadores Sincronos

O circuito equivalente normalmente usado para representar maquinas sin-
cronas, em andlise de regime permanente, é uma fonte de tensdo constante
em série com uma impedéancia como mostrado na Figura 2.9(a). A Figura
2.9(b) apresenta o mesmo circuito equivalente usando uma fonte de corrente
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Figura 2.9: Modelo de gerador ou compensador sincrono

em paralelo com uma admitancia. A Figura 2.9(c) apresenta o modelo de
gerador ou compensador sincrono normalmente utilizado em estudos de fluxo
de poténcia o qual é derivado do circuito equivalente da méaquina sincrona
através da relacao:

Sy = Vil =Py + jQy (2.31)

Usando o modelo da Figura 2.9(c) e equagao (2.31), o gerador pode ser
modelado como uma fonte de poténcia ativa e reativa constantes (Py e Q
especificados) ou como uma fonte de poténcia ativa constante e controlador
ideal de tensao (Py e Vj especificados). Em ambas as situagoes, as variaveis
nao-especificadas do modelo, Vj, no primeiro caso e Q no segundo, somente
podem assumir valores em um intervalo (limites operativos). No caso do
compensador sincrono, adota-se a segunda formulagdo com Py = 0.

2.6 Bancos de Capacitores e Indutores
Os bancos de capacitores e indutores sao representados por valores fixos de

reatancias indutivas ou capacitivas conectadas entre as barras e a referéncia
como mostrado na Figura 2.10.

- H.
[
(b)

Figura 2.10: Circuito equivalente de bancos de capacitores e indutores

2.7 Compensadores Estaticos

Os compensadores estaticos sdo bancos de capacitores e/ou indutores chavea-
dos eletronicamente. A denominacao estatico vem do fato de, contrariamente
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k VC A
L.
Vo
3
e Ve
L/j(( f'ﬁ C
Capacitor Indutor

Ic

(a) (b)

Figura 2.11: Compensador estatico ideal

a0 que acontece com os compensadores sincronos, estes dispositivos nao pos-
suirem partes moveis. Exemplos de compensadores estaticos sao:

e Reator controlado por tiristores (TCR);
e Capacitor chaveado por tiristores (TSC);
e Reator chaveado por tiristores (T'SR).

A combinacao de compensadores estaticos com bancos de capacitores e in-
dutores chaveados mecanicamente produz os chamados sistemas de compen-
sacao estatica.

O desempenho de um compensador estatico ideal é mostrado na Figura
2.11. As Figuras 2.12 e 2.13 mostram as caracteristicas de funcionamento
de um sistema de compensacao estatica formado por um reator controlado e
um capacitor fixo.

Em estudos de fluxo de poténcia, os compensadores estiticos sdao mode-
lados da seguinte maneira [26]:

e Operagao entre limites: fonte de tensdao (Vj) em série com reatancia
representando a inclinacao da curva caracteristica (Figura 2.13-c).

e Operagao fora dos limites: reator/capacitor fixo.

k
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~

=

&

=

\g

»

N

Ic L/:( ~c

(©)

Figura 2.12: Compensador estatico real composto de reator controlado e
capacitor fixo
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Figura 2.13: Caracteristica do compensador estitico composto
2.8 Cargas

As cargas conectadas a um sistema de poténcia sdo formadas por agregados
de milhares de dispositivos tais como motores (de indugdo, na maioria dos
casos), dispositivos de ilumingao e aparelhos elétricos em geral. Esses agre-
gados sao geralmente modelados como uma carga concentrada equivalente
em uma barra do sistema de transmissao. Nesta carga estao representados,
também, os efeitos do sistema de subtransmissao e distribui¢ao (linhas, ca-
bos, dispositivos de compensagao de reativos, etc.). A poténcia consumida
pela carga varia com a tensdo e a frequéncia de maneira diferente para os
diversos componentes da mesma.

Nas secoes seguintes sao apresentados os modelos de carga geralmente
utilizados em estudos de regime permanente [13].

2.8.1 Modelo Composto - ZIP

A carga é representada por um modelo composto com diferentes proporgoes
de carga dos tipos impedancia, corrente e poténcia constantes. Esse modelo
é conhecido como modelo ZIP (Z: impdedéncia, I: corrente e P: poténcia) e
é definido por

P = B [pl %)2 + p2 %) +p3 (2.32)
QR = Qo [q1 (%)2 +q2 (7()) + g3 (2.33)
(2.34)

onde p;,q;, @ = 1,2,3 sao ponderacoes que definem a proporcao de cada
componente do modelo.
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Tabela 2.2: Modelos de cargas

‘ Expoente ‘ Tipo de Carga ‘ Modelo ‘
0 Poténcia Constante P=F
1 Corrente Constante P= V% =Vl
2 Impedancia Constante | P = VQ‘%% =V?/72

Tabela 2.3: Valores tipicos dos expoentes dos modelos de cargas

Grande Motor 0,05 | 0,50

Lampada Fluorescente | 1,00 | 3,00

Lampada Incandescente | 1,55 0

2.8.2 Modelo Exponencial

O modelo expenencial para as componentes ativa e reativa da carga é dado

por:

P = B (%)a (2.35)
Q = Q (%)b (2.36)

onde Py, Qg e Vp sdo valores nominais da carga ativa e reativa e da tensao e
P e @ sao os valores dessas cargas para a tensao V.

Dependendo do valor assumido pelos expoentes em (2.35) e (2.36) os
modelos tém o significado fisico apresentado na Tabela 2.2. Os componentes
reais da carga nao se ajustam perfeitamente a esses modelos sendo tipicos os
valores mostrados na Tabela 2.3.
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Problemas

1. Para a linha de transmissao cujos dados sao fornecidos a seguir:

(a) Estabeleca o circuito m-equivalente

(b) Calcule a tensdo no teminal receptor para valores crescentes da
carga supondo que a tensao no terminal transmissor é fixa em 1,0
pu. Considere um valor inicial da carga de 100 + j 70 MVA e
acéscimos de 10 MW mantendo constante o fator de poténcia.

Dados da linha:

Base de poténcia do sistema: 100 MVA
Comprimento: 500 km

Tensdo nominal: 345 kV

Resisténcia (2/km): 0,040

Reatancia indutiva (€2/km): 0,400

Susceptancia capacitiva (271 /km): 4,500 x10~6

2. Estabeleca os modelo (em pu) dos transformadores cujos dados sao
fornecidos a seguir para utilizacao em estudos de fluxo de poténcia.

Transformador 1: LTC

Capacidade nominal: 350 MVA

Tensdo nominal do primério: 230 kV

Tensao nominal do secundario: 13,2 kV

Reatancia de dispersdo equivalente: 10 %

Base de poténcia do sistema: 100 MVA

Variacao de tap sob carga no enrolamento de baixa tensao: + 1,32 kV
em 16 passos

Transformador 2: Transformador defasador

Capacidade nominal: 300 MVA

Tensdo nominal do primério: 230 kV

Tensao nominal do secundério: 230 kV

Reatancia de dispersdo equivalente: 10 %

Base de poténcia do sistema: 100 MVA

Variacdo do defasamento angular: + 40° em 36 passos
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Capitulo 3

Fluxo de Poténcia

3.1 Introducao

O estudo de fluxo de poténcia ou fluxo de carga consiste na solucao em regime
permanente de uma rede elétrica de poténcia para uma dada condigdao de
carga e geracao. A solugdo do fluxo de poténcia corresponde a uma situagao
hipotética de carga constante a qual nunca acontece na operagao do sistema.
Entretanto, esse tipo de estudo é muito importante para a representacao
de condigbes limites na operacao da rede tais como a operagdo em carga
maxima, carga minima, etc.

A condigao de carga e geracao é caracterizada pela definicdo da carga
ativa e reativa em todos os nés ou barras da rede, e correspondentes valores
de geracao ativa e reativa naqueles nés onde geradores estao disponiveis,
com excessao de, no minimo, um né ao qual sdo alocadas as perdas na
transmissao. Limites na capacidade de componentes do sistema e no valor de
algumas varidveis sao também representados, assim como certos dispositivos
de controle dos fluxos de poténcia ativa e reativa do sistema.

Por se tratar de uma solugdo em regime permanente, o problema de
fluxo de poténcia é modelado por um conjunto de equagdes e inequagoes
algébricas. Essas equagoes e inequagoes sao nao-lineares pelo fato da geracao
e cargas serem, em parte, modeladas como fontes de poténcia constante ou

por funcoes das tensoes nodais.

O estudo de fluxo de poténcia tem aplicagdo direta no planejamento
da expansao, no planejamento da operacao e no controle em tempo-real do
sistema, elétrico de poténcia. Nessas aplicacOes se faz necesséaria a obtencao
de solugoes de regime permanente da rede para se avaliar o desempenho da
mesma com relacdo a niveis de tensoes, fluxos nas linhas, etc., tanto para
a configuragao normal quanto para casos de contingéncias. O célculo do
fluxo da poténcia é também necessario como elemento auxiliar em estudos
de curto-circuito, estabilidade, otimizacao, confiabilidade, etc.

25
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3.2 Formulacao do Problema

A formulacao do problema de fluxo de poténcia envolve aspectos de mode-
lagem da rede de transmissao ou distribuigdo, das cargas e geracao e conside-
racoes sobre certas caracteristicas operativas do sistema. O resultado dessa
combinagdo resulta em um conjunto de equagoes e inequagoes algébricas
nao-lineares.

3.2.1 Modelo da Rede

A rede elétrica é, para efeito de estudos de fluxo de poténcia, geralmente
considerada como sendo constituida por elementos trifasicos equilibrados!
(linhas, transformadores, etc.). O mesmo acontece com as cargas e a geragao.
Conseqiientemente, a rede pode ser analisada usando-se uma representacao
monofasica com os parametros de seqiiéncia positiva.

Os elementos constituintes da rede tém o formato geral mostrado na
Figura 3.1 e na Tabela 3.1. Através desse elemento genérico pode-se rep-
resentar linhas de transmissao, transformadores com ou sem comutacao au-
tomética de tap, elementos shunt (reatores, capacitores, etc.). Os transfor-
madores defasadores, por introduzirem assimetria na representacao da rede,
nao se incluem nessa representacao e devem receber um tratamento especial
como visto no Capitulo 2.

k

T

i [ ] []9m

m

Figura 3.1: Formato geral dos elementos da rede
Os elementos da Figura 3.1 e Tabela 3.1 tém o seguinte significado

2km = Tkm +]ka

onde
Tem  resisténcia da linha ou transformador;
Trm reatdncia da linha ou transformador;
Us susceptéancia total da linha ou do elemento shunt (reator ou capacitor);
t posicao do tap do LTC.

'Em algumas aplicacdes especificas é importante a utilizacio de uma modelagem
trifasica da rede elétrica permitindo a representagdo de elementos desequilibrados. Um
exemplo importante é o caso de redes de distribuicao de energia elétrica.
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Admitancia | Linha | Transformador Shunt
Ghem \;kkr;nlg \;kr;nlg 0
L I e R 0

Yk % 2t ‘;Z;jz ys *
ym % S v

10 valor sera ys ou zero dependendo do n6é onde o elemento est4 conectado

Tabela 3.1: Valores das impedéancias do elemento genérico da rede

A rede constituida pelos elementos genéricos definidos acima é, entao,
representada pelas Equacoes Nodais?

i=YV (3.3)

onde
I  vetor das somas das correntes injetadas nos nos pelas fontes
de corrente;
V  vetor das tensoes nodais;
Y matriz admitancia nodal cujos elementos sao, genericamente,
representados por Ykm = Ggm + 1 Bem-

Os elementos da matriz de admitancia nodal sao definidos como

Y = soma das admitancias conectadas ao no k;

Yim = negativo da admiténcia conectada entre os nés k e m.

A poténcia aparente liquida injetada em uma barra é relacionada com as
tensoes em todas as barras da rede através de

Pe+1Qr = Vil =Vi Z VEYE, k=1,2,...,n (3.4)
meQy
b, = Fg, —Pr, (3.5)
Qk = QGk - QLk

2Uma derivagio das equagdes nodais pode ser encontrada, por exemplo, em [17].
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onde
P poténcia ativa liquida injetada na barra k;
Q.  poténcia reativa liquida injetada na barra k;
Pg, poténcia ativa gerada na barra k;
Qc, poténcia reativa gerada na barra k;
P,  poténcia ativa consumida na barra k;
Qr, poténcia reativa consumida na barra £;
Vi tensao da barra k;
Qp conjunto das barras diretamente ligadas a k, incluindo k.

3.2.2 Tipos de Barras

Definidas as cargas e as geracoes em cada barra do sistema (condi¢ao de carga
e geracao) e o modelo da rede (matriz Y), o problema de fluxo de poténcia
estaria, em principio, perfeitamente definido. Isto ndo acontece devido ao
fato das perdas nao serem conhecidas exatamente antes de se conhecer a
solucao do fluxo de poténcia. A soma da geracao em todas as barras do
sistema deve ser igual & carga total do sistema mais as perdas. Como estas
nao sao conhecidas, é necessario prever uma folga na geracdo de maneira
a acomodar as perdas. Isto é obtido deixando nao especificada a geragao
ativa e reativa em pelo menos uma das barras do sistema, a qual recebe a
designagao de Barra Flutuante, Swing ou Slack. Esse fato é ilustrado no
exemplo a seguir.

Exemplo 3.1 Considere o sistema de 3 barras mostrado na Figura 3.2. As
equacoes bdsicas do fluxo de poténcia nesse sistema $ao

Po, +7Qa, = Vi[YuVi+YieVao+Yi3Va]*
Po,+7Qc, = Vo[YoVi+ YalVs+ YoV ]*
—Pr, —9Qr, = Va3 [Y3Vi+YsVo+ YasVs]*

Nas equagoes acima, os elementos de Y e as cargas e geragoes (Pg,, Qay,
...) s@o conhecidos. As tensoes nodais (Vi, Vo e V3) sao as incognitas

1 2

O -0

Figura 3.2: Sistema usado no Exemplo 3.1
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do problema. Existem, ainda, duas incognitas implicitas: as perdas ativas e
reativas totais. Sem o conhecimento dessas, nao € possivel “fechar” o balango
de poténcia no sistema. Isso fica claro na equagao abaizo correspondente ao
balanco de poténcia ativa

Pg, +Pg, = Pp,+PpL

onde Pr, representa as perdas ativas totais do sistema. Para se conhecer
os valores das perdas, entretanto, precisamos conhecer a solug¢ao do fluzo
de poténcia. Ou seja, para formular corretamente o problema € necessdrio
conhecer a solu¢ao do problema!

A solugao cldssica do “dilema” acima consiste na introducdo do conceito
de “Barra Flutuante”, isto €, uma barra onde deiza-se “em aberto” os valores
da poténcia ativa e reativa injetadas na rede®. Em termos matemdticos, isto
equivale a retirar uma das equagoes do conjunto acima. Supondo que a barra
escolhida como barra flutuante seja a de nimero 1, entdo o novo sistema de
equacoes serd

Po, +7Qc, = Va|YaiVi+ YooVh + YoV |*
—Pr, —9Qr, = Va[Ya1Vi+Ys5Vo+YasV3]*

Nesse novo sistema de equacdes o balango de poténcia ndo precisa ser
atendido. A diferenca serd suprida por Pg, e Qa,. Para compensar a
diminuicdo de uma equacdo, deve-se fizar o valor de uma das incdgnitas. Por
razoes de ordem prdtica, a tensao escolhida € a da barra flutuante. Nessas
condigoes, o sistema de equagoes acima pode ser resolvido para as varidveis
Vi eVs. Em sequida, podemos calcular as injecdes de poténcia ativa e reativa
na barra flutuante usando a equagdo deizada de fora, ou seja,

Po, +7Qa, = Vi[YuVi+YiVo+YisVs]*

Como mostrado no exemplo anterior, a tensdo (em modulo e angulo de
fase) da barra flutuante deve ser especificada, isto é, fornecida como um dado
para o problema de fluxo de poténcia. Por essa razao, e pelo fato das perdas
totais serem alocadas & mesma, a barra flutuante deve ser uma barra na
qual estd conectada um gerador capaz de fornecer poténcia & rede e regular
a tensdo em seus terminais. Como o angulo de fase da tensdo nessa barra
também é especificado, a tensao da barra flutuante passa a exercer o papel
de referéncia angular do sistema. E possivel, porém nem sempre necessario,
utilizar-se mais de uma barra flutuante na formulagao do problema de fluxo
de poténcia. As situacOes que justificam a utilizagdo de miultiplas barras
flutuantes serdo abordadas em segoes seguintes destas notas de aula.

3Nos casos praticos, o balanco de poténcia reativa é realizado de forma distribuida pela
introducao das chamadas Barras de Tensdo Controlada, como veremos a seguir.
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Além da barra flutuante, é usual introduzir-se um outro tipo especial de
barra no estudo de fluxo de poténcia na qual o médulo da tensdo é especi-
ficado. Esse tipo de barra tem por finalidade representar a acdo de equipa-
mentos com capacidade de regulagdo de tensdo (geradores, compensadores
sincronos e estéticos, etc.). Esse tipo de barra recebe a denominacao de
Barra de Tensao Controlada. As barras de tensao controlada tem um papel
importante na determinacao do perfil de tensdo do sistema e, como veremos
em secgoes seguintes, influenciam de forma significativa as caracteristicas de
convergéncia dos métodos de solugdo do fluxo de poténcia.

A cada barra do sistema estao associadas quatro variaveis: Py, Qg, Vi, €
0. P e Q} sao, respectivamente, as componentes ativa e reativa da poténcia
liquida (geragao menos carga) injetada na barra. Vi e 0 sdo, respectivamente
o mo6dulo e angulo de fase da tensdo na k-ésima barra do sistema. As tensoes
podem também ser representadas na forma retangular e, neste caso Vi e 6y
seriam substituidos por e e f, respectivamente, as partes reais e imaginérias
da tensao.

As quatro varidveis associadas a cada barra da rede estao relacionadas
com as demais variaveis do modelo através da equagao (3.4) a qual define um
conjunto de 2n (n = nimero de barras) equacdes em variveis reais?. Como
existem 4n varidveis reais, para que o problema de fluxo de poténcia tenha
solugao é necessario especificar o valor de 2n dessas varidveis. Dependendo
da escolha dessas variaveis, as barras do sistema, para efeito de estudo de
fluxo de poténcia, sdo classificados de acordo com a Tabela 3.2. Nessa tabela
também é apresentada uma denominacao sintética para os diversos tipos de
barras (V#, PV e PQ) normalmente utilizada na pratica e baseada nas
varidveis especificadas em cada tipo de barra.

Tipo Nome | Varidveis Variaveis Caracteristicas
Especificadas | Calculadas

Flutuante, Usada para o balango

Slack Vo Vi, Oy, P, Q de poténcia.

ou Swing Referéncia angular.
Barras de geracao

Tensao ou nas quais existe

Controlada | PV P,V Ok, Q algum dispositivo de
controle de tensao.

Carga PQ P, Q Vi, O, Demais barras.

Tabela 3.2: Tipos de barras

1A formulagio explicita dessas equagbes sera apresentada na segao seguinte
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3.2.3 Conjunto Basico de Equacoes

A equagao (3.4) pode se reescrita, separando-se as componentes reais e imag-
inarias, como

P, =% {Vk > me} k=1,2,...n (3.7)

meQ

Qu=S Ve > ViYin k=1,2,..,n (3.8)
meQy
Expressando as tensoes em sua forma polar, as equagoes (3.7) e (3.8)
podem ser representadas de forma compacta por

P, =9,,(0,V) =V, Z Vin (G €08 Ok + B sen Og,)  (3.9)

meQy
Qk = 90.(0,V) = Vi > Viu(Grny sen Oy, — By 08 O) (3.10)
meQy
onde
® vetor cujas componentes sao os angulos de fase das tensdes
nodais;
V  vetor cujas componentes sao os moédulos das tensoes
nodais;
0r  angulo de fase da tensao da barra k;
Vi mobdulo da tensao da barra k;
e

O = O — O (3.11)

No caso das tensoes nodais serem espressas em sua forma retangular, as
expressoes seguintes devem ser utilizadas

Pk = g;;k(e7f) =
= > [ex(Grimem — Brmfm) + [1(Grmfm + Brmem)] (3.12)

meQy
Qk = g(,]k (e7f) =
= Z [fk:(Gk:mem - Bkmfm) - ek(kafm + Bkmem)] (313)

meQ
onde
e vetor cujas componentes sao a parte real das tensoes
nodais;
f  vetor cujas componentes sao parte imaginaria das tensoes
nodais;

er parte real da tensao da barra k;
fr parte imaginaria da tensdo da barra k.
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Os principais métodos de solu¢ao do problema de fluxo de poténcia usa-
dos atualmente dividem as equacoes definidas em (3.9) e (3.10), ou (3.12) e
(3.13), em dois subconjuntos [20]:

e Subconjunto 1: contém as equagoes relativas as injegoes de poténcia
ativa e reativa nas barras de carga e as equacoes correspondentes as
injecoes de poténcia ativa nas barras de tensao controlada;

e Subconjunto 2: reune as demais equagoes, ou seja, aquelas nao incluidas
no primeiro subconjunto.

Essa divisao é utilizado pelo fato de que no Subconjunto 1 as varidveis a
serem calculadas sdo fungoes implicitas das variaveis especificadas. Portanto,
existe a necessidade de resolver esse conjunto de equagoes utilizando algum
método de solucao de equacoes algébricas nao-lineares. Isso nao acontece
com as equagoes do Subconjunto 2 nas quais, apds a solugcdo do Subcon-
junto 1, as varidveis a serem calculadas sao fungoes explicitas das varidveis
conhecidas. Esse fato serd ilustrado através do seguinte exemplo.

Exemplo 3.2 Considere o sistema de cinco barras dado na Figura 3.3, com
as respectivas defini¢oes dos tipos de barras. Para esse exemplo, os vetores
® ¢V sao definidos por

© = [0y 03 6 65]7
A% (Vs Vi V5]

A partir dessa definicao de varidveis, os subconjuntos de equagdes a serem
resolvidos sao estabelecidos como a sequir:

Subconjunto 1 Subconjunto 2
P, = g,,(0,V) P = g,(0,V)
Py = gp(0,V) Q1 = 9q(0,V)
@3 = 94:(0,V) @2 = 92(0,V)
Py = ¢,(0,V)

Qs = gq4(@,V)
P = ¢,,(0,V)
Q5 - qu(@,V)

Para efeito de ilustracdo, duas das funcoes utilizadas nas equagoes acima
serao escritas por extenso:

gps(@, V) = V32G33 + V3V1(G31 COS 0931 + Bgl sen 931) + VgVQ(GgQ COS 4932
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PR

Vo =

PV -

5 - PQ
=T

Figura 3.3: Sistema usado no exemplo 3.2

+ Bsgsen 932) + V3V4(G34 cos 634 + Bsssen 034)
gqs(@, V) = —V??ng + V3V1(G31 sen 931 — Bgl COS 931) + VgVQ(GgQ sen 4932
— ng COS 932) + V3V4(G34 sen 4934 — Bg4 COS 4934)

As fungdes acima foram simplificadas observando-se que 033 = 0.

3.3 Solucao do Problema

A solugao do problema de fluxo de poténcia consiste de duas fases:

e Solugao do Subconjunto 1 de equagdes por um processo iterativo visando
o célculo das componentes dos vetores @ e V;

e Substituicao dos valores de ® e V nas equacdes do Subconjunto 2 com
o objetivo de se calcular os valores das injecoes liquidas de poténcia
ativa e reativa na barra flutuante e das injecoes liquidas de poténcia
reativa nas barras de tensao controlada.

Devido a necessidade de se representar os limites operativos dos componentes
do sistema e dispositivos de controle, nos casos praticos existe, ainda, a
necessidade de se realizar ajustes e mudancas de varidveis durante o processo
de solucao. Esses ajustes correspondem & implementacao das inequacoes
presentes na formulagdo do problema de fluxo de poténcia como citado no
inicio desse capitulo. Esse fato serd descrito em segoes seguintes destas notas
de aula.

3.4 Meétodos de Solucao

Os métodos de solugao de fluxo de poténcia [23] podem ser classificados em
trés categorias as quais, em ordem cronolégica de aparecimento na literatura,
sao
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1. Métodos Baseados na Matriz Y

Esses métodos sao baseados na solucao iterativa do sistema de equacgoes
definido em (3.3). A partir dos valores especificados das injegoes de
poténcia ativa e reativa e de uma estimativa inicial das tensoes nodais,
calcula-se o vetor de correntes injetadas. A substituicdo desse vetor em
(3.3) produziré o novo valor das tensoes e assim sucessivamente. Dentre
os algoritmos que utilizam Y, o mais conhecido é o de Gauss-Seidel
que serd descrito na secdo seguinte. A convergéncia desse método é
bastante lenta devido a fraca interagao entre as variaveis (Y ¢é esparsa)
e as vezes bastante dificil em sistemas mal-condicionados.

2. Métodos Baseados na Matriz Z
Para contornar os problemas de convergéncia dos métodos baseados
em Y foram testados com sucesso esquemas iterativos utilizando sua
inversa Z. Esses métodos tém convergéncia répida e confidvel para
a maioria dos problemas préaticos porém introduzem o problema de se
montar e armazenar a matriz Z. Além disso, o tratamento de barras de
tensao controlada é dificil e ineficiente do ponto de vista computacional.

3. Método de Newton-Raphson

O método de Newton-Raphson para solugdo de equagOes algébricas
nao lineares é um método cléssico de reconhecida eficiéncia no célculo
numérico. Sua aplicacao na solucao do problema de fluxo de poténcia
somente tornou-se pratica com a introducao dos métodos de solucao
de sistemas de equacOes lineares com matrizes de coeficientes esparsas
por fatorizacio triangular otimamamente ordenada® [28, 27]. A partir
dessa idéia basica, diferentes versoes de algoritmos para o problema
de fluxo de poténcia, baseados no método de Newton-Raphson, foram
desenvolvidos e sdo considerados atualmente os mais eficientes para
solucao desse problema.

3.4.1 Critério de Precisao da Solucao

Para se interromper o processo iterativo de solucao do fluxo de poténcia é
necessario definir um critério ou regra de parada, o qual medira quao proéximo
da solucao exata se encontram os valores presentes das tensoes nodais.

O critério normalmente utilizado na pratica é o dos Residuos de Poténcia
(Power Mismatches), os quais sao definidos por

AP, = P]ssp — gpk(@,V) ke QPQ UQpy (3.14)
AQr = Q" —g,(0.V) keQpg (3.15)

SEsses meétodos sdo apresentados no Apéndice A destas notas.
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onde
{lpg conjunto das barras PQ);
Qpy conjunto das barras PV
PP poténcia ativa liquida especificada na barra k;

P poténcia reativa liquida especificada na barra k;.

O processo iterativo deve ser terminado quando®

APl < & (3.16)
[1AQ[les < & (3.17)
onde
T
AP = [APl AP, } (3.18)
AQ = [AQ AQ -] (3.19)

e €p € g4 520 tolerancias tipicamente no intervalo de 0,01 a 10 MW /MVAR.

Em alguns métodos de solugao, por exemplo no método de Gaus-Seidel,
onde o calculo dos Residuos de Poténcia implicaria em um aumento excessivo
de tempo por iteracao, testes baseados na variacao do valor das tensoes sao
utilizados.

3.4.2 Meétodo de Gauss-Seidel

O método de Gauss-Seidel para solucao do fluxo de poténcia é um dos mais
antigos encontrados na literatura. Sua importancia atual é apenas historica
e did4tica pois, para sistemas de grande porte, sua eficiéncia computacional
é muito inferior ao método de Newton-Raphson.

O método é formulado em termos de varidveis complexas e nao utiliza
a divisdo em subconjuntos descrita na se¢ao anterior. Suponha inicialmente
que todas as barras sdao do tipo PQ (carga) exceto, obviamente, a barra
flutuante. Neste caso o algoritmo de Gauss-Seidel é derivado diretamente de
(3.4) e dado por

o 1 pesp _ersp k—1 o n o
i+l T k k Z VH-IY o Z Viy,
k “ri\ km km
Yok (Vi) = m=k+1 "
k=1,..,n; k # flutuante (3.20)

onde i é o contador de iteragbes. A verificacao da convergéncia é realizada
através do médulo da diferenca entre as componentes dos vetores das tensoes

6A norma infinita de um vetor é definida como

[[€]|oc = maxz;]
7
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entre iteracoes, isto é, o processo iterativo termina quando
ikl Y
Vi = Viillo < &0

onde g, € a precisao desejada no médulo das tensoes.
O método de Gauss-Seidel pode, também, ser formulado em formato
matricial como a seguir

I(V)=YV (3.21)
onde I é um vetor cujas componentes sao dadas por

_ B =@k

I(V) T
i

k=1,..,n (3.22)

A equacao matricial (3.21) define um conjunto de equagdes quase-lineares
apesentando uma fraca nao-linearidade diagonal representada pela dependén-
cia dos valores das correntes injetadas nas barras da rede em relacao a tensao
dessas mesmas barras. Para um dado valor de V, por exemplo, o valor da
iteragao anterior, o sistema de equagoes (3.21) passa a ser um sistema lin-
ear o qual pode ser resolvido por qualquer um dos métodos descritos no
Apéndice A. Em particular, pode-se utilizar um método de fatoragao (LU,
por exemplo) no qual trabalha-se com a inversa implicita de Y, ou seja, Z.
Essa é a forma usual de se implementar um método de solucao do fluxo de
poténcia usando a matriz Z.

Em uma barra PV os calculos sdo um pouco diferentes desde que a inje¢ao
de poténcia reativa nao é especificada e o médulo da tensao deve ser mantido
em um valor constante VP. Devido a limitacoes no equipamento gerador
de reativos, a injecdo de reativos ) em uma barra PV deve ser mantida
entre limites QZ”" e Q.

Para simular essa situacdo, Q" ¢ substituido em cada iteracdo por um
valor calculado por

QI =SV > ViYin, (3.23)

meQy

Com este valor de Q¢ a tensdo V'™ ¢ calculada usando-se (3.20). Como

2 ~ . . es .
o médulo dessa tensdo deve ser mantido igual a V) P as partes reais e
imaginarias de kZH sao ajustadas para satisfazer essa condi¢cao mantendo-
se, porém, o angulo de fase calculado. Esse processo é representado pelas

equacoes

i+1
= arctan % (3.24)
k

it = VPeos 07 + 5 Vi Psen 041! (3.25)

i+1
9k



COPPE/UFRJ 37

onde f,i“ e efjl sao, respectivamente, as partes real e imaginaria da tensao
na barra k calculadas na iteragdo ¢, antes do ajuste.

Para se levar em consideragao os limites na injecao de reativos, é uti-
lizada uma estratégia de mudanca de tipo de barra: sempre que a injecao de
reativos ultrapassar um dos limites, essa injecao é fixada em um valor igual
ao limite violado e a barra passa a ser tratada como uma barra de carga.
Essa estratégia é resumida a seguir

Se Qial > QZMZI — Qﬁal —_ QZMZI
k = {barra PQ} (3.26)
Se Qial < anm — Qﬁal —_ anm

Se nas iteragOes seguintes Qi retornar a um valor entre os limites, entao a
barra k volta a ser tratada como uma barra do tipo PV.

Exemplo 3.3 Suponha que no sistema da Figura 3.2 as barras sao dos
sequintes tipos: barra 1 = VO, barra 2 = PV e barra 8 = PQ. Entao,
algoritmo de Gauss-Seidel é

. 1 PesP _]( cal)i . L
22+1 — Y_22 l% —ViYe — V31y23
. 1 [pese — 0P . .
it = Yas [ ° (Vi;* S — V1V — VQZJF1Y32]
3

@™ = g {V;+1 <V1Y21 + Vit Y, + ngHYQ:s)*}

onde i € o contador de iteragies e Vi, Py°P, Py°F, Q5P e V™ sdo dados.

3.4.3 Meétodo de Newton-Raphson

O método de Newton-Raphson, para o céalculo das raizes de uma equacao
algébrica nao-linear, baseia-se em linearizacoes sucessivas da funcao a partir
de uma condicao inicial arbitraria. Suponha a equagao

flz)=0 (3.27)

A expansao pela série de Taylor, e posterior eliminacao dos termos de ordem
maior ou igual a dois, produz

fa) = f@®) + f(2°) ]z — 2] (3.28)
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Figura 3.4: Solucao de equagao nao-linear pelo método de Newton-Raphson

de onde se obtem £
0 x
T=T — —— 3.29
F) 5:29)
O valor de z calculado por (3.29) é uma aproximagao da solugao de (3.27) a
qual pode ser melhorada promovendo-se nova linearizagdo de f(x) em torno
desse novo valor e assim por diante. O processo iterativo pode ser sintetizado
na expressao A
A N f(le)
f'(a)
A figura 3.4 (a) ilustra este processo graficamente. Na figura 3.4 (b) é
mostrado que o processo pode convergir mesmo que f'(x?) seja mantida
igual a f’(z°). Esse valor pode até ser diferente de f'(z°) desde que conve-
nientemente escolhido.

i=0,1,.. (3.30)

O caso n-dimensional pode ser obtido como uma extensao do anterior.
Suponha a equacao
f(x)=0 (3.31)

onde .
() = [AO) L6 fal) ]
X = [.’El Trg -+ XIp }T

A expansao em série de Taylor dessas funcoes produz

fl(x) = fl(xo) 8f1(x ‘x x0 AX + e+ 8f1(x ‘x x0 AX% =0

o of (x 9fa(x) —
fox) = fo() + B2 oo ]+ 4 SRH |on =00 o g

Fa(x) = fu(x0) + 20 | A o M) AX) =0




COPPE/UFRJ 39

ou em forma compacta

£f(x%) + J(x")Ax? =0 (3.33)

7 associada ao sistema (3.31) calculada no

onde J(x") é a matriz Jacobiana
ponto xV.

O processo iterativo no caso n-dimensional é dado, entao, por
xt = x4 AX (3.34)
A -1
Ax = —[I6)] () (3.35)

O processo iterativo termina quando [|f(x?)||s < €, onde £ é um valor que
determina a tolerancia aceitdvel no erro cometido na solugao.

E possivel demonstrar [15] que o método de Newton-Raphson apresenta
uma taxa de convergéncia quadratica, isto é, a norma do vetor de residuos
f(x') diminui com o quadrado do ntmero de iteracdes. Isto significa que o
método converge rapidamente para a solucao. Entretanto, essa convergéncia
é fortemente dependente das condicdes iniciais (2°). Caso a condicio inicial
nao esteja contida em uma regiao proxima da solugao procurada (regiao de
atra¢@o), o processo iterativo poderd convergir para outra solugdo ou nao
convergir.

Aplicacao ao Fluxo de Poténcia em Coordenadas Polares

Neste caso, o sistema de equagoes a ser resolvido, extraido de (3.14) e (3.15),
¢ dado por

AP, = PI:SP - gpk(@,V) =0, ke QpgUQpy (3.36)
AQr = Q7 g, (O,V)=0, ke Qpg (3.37)

O algoritmo iterativo é dado por

[Sﬁi ] - [8 ] ¥ l e ] (3.38)
AP? H' N AO*

7 A matriz Jacobiana, ou o Jacobiano, de uma funcio f: R™ — IR™ é definida como
) )

9f1(x) 9f1(x) 9f1(x)

ox ox Oy,
0h6) G R0

J(X) — oxq Oxzo Oxy,
0fn(x)  9fn(x) 9fn(x)

oxq Oxzo e Oxy,
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onde P e Q sado os vetores dos residuos de poténcia ativa e reativa, respec-
tivamente, e as submatrizes H*, N*, M", e L* tém o seguinte significado

i — 990.(0°, V) _ 06, (01,V)

= Ni = 20OV (3.40)

As componentes de H, N, M, e L sao dadas por

0P,
Hy, = (%—k = Vkvm(ka sen Oy, — By, cOs Hkm)
Py 2
Hkk = — = _Vk: Bkk — Vk Z Vm(ka Sen Hkm — Bkm COS ekm)
00y,
meQy
P,
Nimn = 253 = Vi(Grm €08 O, + B sen g,,)
oV,
0Py
Nip = — =ViGri+ Y Vi Grm c08 O + Brm sen Ogp,)  (3.42)
aVk meQ
0
My, = ﬁQk = —ViVin (G, €08 Ok + B, sen O,
_ 0@k _ o
My, = —F— =-V; Grr + Vi Z Vm(ka €08 Oy, + Brm sen ekm)
00y,
meQy
Lk:m = g—gj = Vk(ka sen ka - Bkm COS ekm)
0
Ly = 9Qk = — VB + Z Vin (Grm sen Oy, — B, €08 k)
aVk meQ

Os elementos Hyp, N, My e Ly, podem, ainda, ser colocados em funcao
das injecoes de poténcia ativa e reativa na barra k como a seguir

Hy = —Qi— VB

Nt = (P + ViGu)/ Vi

My = Py— VPG

Lk = (Qr—ViBw)/Vi (3.43)
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Em geral, os elementos de AV sao divididos pelo valor das respectivas ten-
soes para produzir termos similares em M e L. Neste caso (3.39) assume a

forma®
[ AP! ] _ [ H (N') ] [ A0 ] (3.44)
AQ’L M’L (L/)Z AVZ/VZ °
onde os elementos de N’ e L’ sdo iguais aos de N e L multiplicados pelo
modulo das respectivas tensoes.

O método de Newton-Raphson em coordenadas polares pode ser sinte-
tizado no algoritmo® da Figura 3.5. Nesse algoritmo, os limites de geracio
de poténcia reativa em barras PV sao tratados pela troca do tipo de barra
(PV < PQ) sempre que um dos limites for ultrapassado, de maneira similar
ao procedimento adotado no método de Gauss-Seidel. Neste caso, entre-
tanto, essa modificacdo implica na alteracao da estrutura dos Subsistemas
de equacoes 1 e 2, ou seja, na inclusao ou exclusao de equacoes relativas a
correcao do moédulo da tensdo e ao residuo de poténcia reativa na barra em
questdo nos sistemas de equagoes definidas em (3.38) e (3.39).

Inicialize os vetores ® e V
Faga_enquanto [|AP|l« > €p e [[AQ]lo > g4
Calcule AP e AQ
Calcule o Jacobiano definido em (3.39)
Fatore o Jacobiano
Resolva (3.39) obtendo A® e AV
Atualize o valor das tensoes através de
®—060+A0
V—~V+AV
Implemente ajustes e controles
Fim Faca enquanto

Figura 3.5: Algoritmo de Newton-Raphson para solu¢ao do fluxo de poténcia

Aplicacao ao Fluxo de Poténcia em Coordenadas Retangulares

A versao do algoritmo de Newton-Raphson representando as tensoes em co-
ordenadas retangulares é menos usada que aquela em coordenadas polares

¥Na equacio (3.44) é utilizada a notagio AV/V para significar a divisio de cada
componentes de AV pelas respectivas components de V. Essa notacao nao é correta, de
um ponto de vista estritamente matematico, porém é usual na literatura sobre fluxo de
poténcia.

9Técnicas de fatoracio de matrizes usadas na solucio de sistemas de equacdes lineares,
assim como métodos de implementacio de ajustes e controles referidas nesse algoritmo,
serao introduzidas em secgoes seguintes destas notas de aula.
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por incluir um ntimero maior de equagoes e por ser ligeiramente menos con-
fiavel. Neste caso o sistema de equacoes a ser resolvido, extraido de (3.12) e
(3.13), é dado por

AP, = PI:SP — g;k(e, f)=0, ke QpgUQpy (3.45)
AQr = Q) — g(;k (e,f) =0, ke Qpg (3.46)
AV = VP —(ep+ fr)2 =0, keQpy (3.47)
O algoritmo iterativo é dado por
eitl i [ Aet
HMEEEE .
AP! Ji gy ] .
AQ' | =| J3 Jy [ Afi ] (3.49)
AV? Js I |

Nas equacoes acima, os vetores e, f, P, Q e V tém as componentes com o0s
indices definidos como em (3.45) a (3.47).

Exemplo 3.4 Para o sistema da Figura 3.3, o sistema de equagoes lineares
a ser resolvido em cada itera¢ao do método Newton-Raphson em coordenadas
polares é

’ - —- -

[ AP, [ Ho2 | Haz Ny | | Ha; Ny Ay
AP; Hsy | Hs3 Ny | Hsy Ny | Ab;
AQ3 Msy | Msg Lyy | Msy Ly | AV3/V3
AP, | Hys Nyz | Hu Ny, | His Ny Aby
AQq | Myz Lyz | My Ly | My Ly AVy/Vy
APs Hsy | | Hss Ny, | Hss Ny Abs

| AQs | | Mgy | | Msy Ly, | Mss Ly | L AVs/Vs |

O agrupamento dos elementos de H, N, M e L em blocos facilita a constru-
¢ao e fatoracio do Jacobiano.
3.4.4 Meétodo Desacoplado Rapido

O método de solugao do problema de fluxo de poténcia conhecido como De-
sacoplado Réapido, desenvolvido por Stott e Alsac [23], é derivado do método
de Newton-Raphson pela introdugao de duas aproximagoes:

e Adocao de Jacobiano constante durante o processo iterativo;

e Desacoplamento das equagoes dos fluxos de poténcia ativa e reativa
desprezando-se as submatrizes N e M da formulacao polar.
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Ambos artificios ja haviam sido utilizados anteriormente por outros pes-
quisadores na tentativa de tornar mais eficiente o algoritmo de Newton-
Raphson, sem grande sucesso. Neste caso, porém, obteve-se um método
extremamente eficiente devido a uma série de simplifica¢bes adicionais in-
troduzidas pelos autores as quais refletem caracteristicas fisicas das redes
elétricas.

Suponha a formulagdo basica do algoritmo de Newton-Raphson dada por
(3.44). Devido a fraca interacao existente entre as injegoes de poténcia ativa
e os modulos das tensoes e entre as injegoes de poténcia reativa e os angulos
de fase das tensoes, os elementos de M e N sdo muito menores que os de H
e L'0, Essas submatrizes podem, entdo, ser desprezadas resultando em dois
sistemas independentes de equacoes dados por

AP = HA®
(3.50)
A
AQ=L'SY

Estas equagbes podem, ainda, ser mais simplificadas se for levado em conside-
racao o fato de que, particularmente em sistemas de transmisdao em EAT e
UAT!Y | as relacoes abaixo sdo validas

cos O, ~ 1.0
Grm sen O, < Brm (3.51)

Qr < By V2

As duas primeiras relagoes em (3.51) sao justificados pelo fato da relacao
B /Grm ser elevada em linhas de transmissao em EAT e UAT. Essa re-
lacao é geralmente maior que 5 para linhas de 230 kV e pode atingir valores
da ordem de 20 para linhas de 500 kV. A terceira relagao é justificado pelo
fato das reatincias shunt (cargas, reatores, capacitores, shunt das linhas,
etc.) serem, em geral, muito maiores que a reaténcia série de linhas e trans-
fomadores.
Introduzindo as aproximagoes sugeridas por (3.51) nas expressoes de H
e L/, obtém-se
Hyp = L, = —V? By,
(3.52)
Hpp = L, = — ViV Bim

100 fraco acoplamento entre as variacdes nos angulos de fase das tensdes e o fluxo de
poténcia reativa, assim como entre o modulo das tensoes e o fluxo de poténcia reativa,
é uma caracteristica fisica dos sistemas de poténcia utilizada correntemente na operacao
desses sistemas e refletido no modelo mateméatico do problema de fluxo de poténcia pelos
valores relativos dos elementos das submatrizes do Jacobiano.

HEAT: Extra Alta Tensao; UAT: Ultra Alta Tensao.
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As expressoes linearizadas e desacopladas de Residuos de Poténcia sao dadas,
entao, por

AP ] [ V2B ViVaBia -+ ViVpBiy, | [ A6y

APy | | iVaBiz V§Ba oo VaVuBa, A (3.53)

A]Dn | L ViVoBin VaVipBan - Vrann 1L A9n

AQq | [ VB ViVaBia -+ ViV,Bi, | [ AVi/W

AQz | _ | WaBiz ViByn -+ VaVuBay, AV2/V2( 54)

AQn i L VIVnBln ‘/QVnBQn T VT?Bnn 1L AVn/Vn

ou ainda

AP /Wy ] [ ViBi1 VaBi2 -+ V,By, Aby
B | e BB B 6
A]Dn/‘/:rz i L ViBin, VaBan, -+ ViBag Ay,
AQ/Vy ] [ Bjy Bz -+ B, AVy
I ool | el BCED
AQn/Vn | L Bln B2n T Bnn AVn

Como o mo6dulo das tensoes nodais tém pouca influéncia no fluxo de
poténcia ativa, nao se comete grande erro aproximando-se o valor das tensoes
nos elementos da matriz do sistema de equacoes (3.55) por 1,0 pu. Neste
caso obtem-se

AP/V = BA® (3.57)
AQ/V = B'AV (3.58)

onde B’ e B” diferem apenas com relagao as equacoes das barras de tensao
controlada. Os elementos dessas matrizes s30 as componentes imaginérias
dos elementos correspondentes de Y. Alguma melhora no desempenho do
método é obtida desprezando-se a resisténcia de linhas e transformadores no
calculo dos elementos de B’. Neste caso, os elementos de B’ e B” seriam
dados por

B, = =—1/zpm B, = Z 1/Zpm
met (3.59)
By, = —Bim By, = — Bk,

Aproximacoes adicionais que melhoram o desempenho do método po-
dem ser introduzidas excluindo-se da representacao de B’ e B” os elementos
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da rede que afetam primordialmente os fluxos de poténcia ativa e reativa,
respectivamente. Assim, no calculo de B’ nao sdo incluidos susceptancias
shunt e transformadores defasadores.

As matrizes B’ e B’ sdo reais, simétricas (com excessao de B’ no caso de
incluir transformadores defasadores) e dependem apenas dos parametros da
rede. Portanto, devem ser fatorados apenas uma vez no inicio do processo
iterativo.

O método Desacoplado Rapido pode ser sintetizado no algoritmo da
Figura 3.6. Nesse algoritmo, a solugao dos sistemas de equacgoes lineares
desacoplados definidos em (3.57) e (3.58) ¢é realizada de forma seqiiencial
iniciando-se pelo sistema de equacoes correspondente & parte ativa. A razao
da escolha dessa ordem esté relacionada a usualmente fraca nao-linearidade
associada as equagoes do fluxo de poténcia ativa. Dessa forma, na primeira
atualizagdo dos valores dos angulos de fase das tensoes ja se tem uma boa
aproximacao da solucdo para essas varidveis e, portanto, pode-se calcular,
na seqiiencia, um valor mais preciso dos residuos de poténcia reativa.

Nesse algoritmo, a modificacdo da estrutura das equagoes definidas em
(3.57) e (3.58), para representar uma eventual troca de tipo de barra orig-
inada por violagao no limite de injecdo de reativos, implica em uma nova
fatoracao da matriz B”. Esse procedimento exige um esfor¢co computa-
cional considerdvel. Em se¢Oes seguintes, serdao apresentadas outras formas
de garantir uma solucao do problema sem a necessidade de refatoracao.

Inicialize os vetores ® e V
Calcule B’ e B”
Fatore B’ e B”
Faca kp =1le kg =1
Faga_enquanto k, =1 ou kg =1
Calcule AP
Se [|AP|« < €p entdo kp =0
Se kp =0 e kg = 0 entdo PARE
Resolva (3.57) obtendo A®
Atualize o valor dos angulos: ® «— © + A®
Calcule AQ
Se [|AQ||s < g4 entao kg =0
Se kp = 0 e kg = 0 entao PARE
Resolva (3.58) obtendo AV
Atualize o valor dos médulos: V «— V + AV
Implemente ajustes e controles
Fim Faga enquanto

Figura 3.6: Algoritmo do método Desacoplado Répido
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3.5 Controles e Limites na Solucao do Fluxo de
Poténcia

Os principais tipos de controles representados nos estudos de fluxo de potén-
cia sao:

e Modulo da tensdo por injegao de reativos (local ou remota);
e Modulo da tensao por ajuste de taps;

e Fluxo de poténcia ativa usando transformadores defasadores;
e Controle de intercAmbio entre areas.

Os principais tipos de limites normalmente implementados nos programas
de fluxo de poténcia sdo:

e Injecao de poténcia reativa em barras PV;
e Modulo da tensdo em barras PQ);
e Posicao de taps de transformadores;

e Fluxo de poténcia nos ramos da rede.

3.5.1 Meétodos de Implementacao

1. Classificacao do Tipo de Barra: Os controles e limites sdo imple-
mentados pelo estabelecimento de tipos especiais de barras na formu-
lacdo do problema de fluxo poténcia. Durante o processo iterativo de
solucao das equagoes pode ocorrer a mudanca do tipo de barra para
acomodar situacoes onde algumas variaveis atingem seus limites. Um
exemplo tipico j& mencionado neste capitulo é o das barras de tensao
controlada (barras PV).

2. Ajustes Alternados: Consiste na relizagdo de ajustes nas varidveis
de controle entre as iteragoes da solugao do Subsistema I. A variavel a
ser controlada é mantida constante durante o calculo de uma iteracao
e ajustando entre as iteracoes pela férmula:

Ay’ = aAz' = a(z®P — 2% (3.60)

onde

x: variavel a ser controlada (dependente);
y: variavel de controle (independente);

a: relagao de sensibilidade entre x e y;
x®*P: valor especificado para x.
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3. Inclusao de Variaveis e Equacgoes: Neste procedimento, varidveis
e equagoes adicionais sdo incluidas nas equagoes do Subsistema I para
representar a agao de dispositivos de controle e limitar o valor de alguns
parametros.

Detalhes relativos a implementacao de limites e con-
troles nos algoritmos e solugao do fluxo de poténcia po-
dem se encontrados em A. Monticelli, Fluzo de Carga
em Redes de Energia Elétrica, Ed. Edgar Bliicher,
1983, cap. 6

3.6 Calculo de Perdas e Fluxos de Poténcia Ativa
e Reativa

Apobs a convergéncia do processo iterativo de solugdo das equagbes e in-
equacoes modelando o problema de fluxo de poténcia, as perdas e os fluxos
de poténcia ativa e reativa em todos os ramos da rede devem ser calcula-
dos. As perdas e os fluxos sdo fungoes das tensoes nodais nos terminais dos
elementos e dos parametros dos mesmos.

As seguir sao apresentadas expressoes gerais para o célculo dos fluxos
nos varios elementos da rede. Os fluxos de poténcia ativa e reativa em um
elemento conectado entre as barras k e m sao dados por

flrn = (tremVi)2gkm — Eem Vi) Vin Gm €08 (Okm + Grm)
—(tkm Vi) Vin bkm sen (Okm + Orm) (3.61)
fl?m = _(tkmvk)Q(bkm + ys) - (tkmvk) Vm Gkm S€1 (ekm + Qbk:m)
+(tkm Vi) Vin bk cos (Okm + drm) (3.62)

As expressoes dadas em (3.61) e (3.62) podem ser particularizadas para os
diversos elementos da rede como definido a seguir:

e Linhas de transmissao: ti;, =1 € ¢pm = 0;
e Transformadores com tap fixo: tgy, =1, ys = 0 € ¢dpm = 0;

e Transformadores com variagdo automatica de tap sob carga (LTC’s):
Ys =0 e dpm = 0;

e Transformadores defasadores: ti,,, =1 e ys = 0.

As perdas no elemento da rede podem ser calculadas somando-se os fluxos
nos dois terminais da mesma. Para o caso de linhas de transmissao, as perdas
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sao dadas por:

= Okm (V,f + Vn% — 2V Vi, cos Okpm) (3.63)

= (b +ys) (V2 +V2) +2Vi Vin b €08 Oy (3.64)
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Problemas

1. Estabeleca os dois subsistemas de equacoes utilizados na solucao do
fluxo de poténcia pelo método de Newton-Raphson para o sistema
da figura abaixo. Indique como seriam resolvidos esses subsistemas.
Assuma conhecidos os parametros dos componentes que considere ne-
Cessarios.

SVC

2. Para a rede da figura abaixo, considerando a barra 1 como barra flutu-
ante, use os seguintes métodos para calcular duas iteracoes da solucao
do fluxo de poténcia

(a) Gauss-Seidel,
(b) Newton-Raphson;
(c¢) Desacoplado Répido.

Dados Barras (pu)

Barra | Geragao Carga Limite Tensao
Ger. Reat. Esp.
1 - - 0 0 - 1,0
2 3,0 | - 0 0 5,0 1,1
3 0 0 | 45|05 - -

Dados de Ramos (pu)

Barra Resisténcia | Reatancia | Susceptancia
de | para
1 2 0 0,1 0
2 3 0 0,2 0
1 3 0 0,1 0
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1 —Q |
O—

3. No sistema abaixo, a tensao nos terminais dos geradores é mantida
igual & tensdo nominal (1,0 pu). Calcule a defasagem angular entre as
tensoes nas barras 1 e 2 usando o Método de Newton-Raphson para
solucdo do problema, de fluxo de poténcia.

Ya = 0,8 — 34 pu 200 MW,
— f———|
yp = 1,2 — 36 pu
100 MW 400 MW

40 MVAR Spaske = 100 MVA 120 MVAR



Capitulo 4

Fluxo de Poténcia Linearizado

Os sistemas de energia elétrica, em condigdes normais de operagao, apresen-
tam um perfil de tensao plano, isto é, o médulo das tensées nos barramentos
estdo proximas de seu valor nominal (1.0 pu), o que faz com que o fluxo de
poténcia reativa nas linhas e transformadores seja pequeno. Desta forma,
o fluxo de poténcia nos ramos da rede é, praticamente, constituido apenas
pelo fluxo de poténcia ativa. Além disso, as perdas no sistema de transmis-
sao sao relativamente pequenas. Por essas razoes, é comum utilizar-se em
véarias aplicacoes a formulacdo linearizada do modelo de fluxo de poténcia
(ou fluxo de poténcia DC!). Nessa formulacdo, os modulos das tensdes sao
considerados iguais a 1,0 pu e os transformadores com tap variavel sao con-
siderados operando em sua posi¢do nominal. As vantagens dessa formulagao
sa0 a robustez e os baixos requisitos computacionais para sua solucao.

4.1 Equacoes Basicas

O fluxo de poténcia ativa em uma linha de transmissao em corrente alter-
nada, ou em um transformador com tap fixo, é dado pela seguinte expressao,
como mostrado na se¢ao 3.6:

Frm = ViZgkm — ViVinGkmcosOkm — ViVinbgmsenbgm, (4.1)
onde
Tkm —Tkm
9km = 53— 5 bem = S5 9 (4-2)
Tkm + ka rkm + ka
onde

'A denominacio DC decorre do fato das equacdes do modelo de fluxo de poténcia
linearizado serem semelhantes as equacoes de um circuito em corrente continua. Esse
modelo nao inclui a representagao de linhas de transmissao em corrente continua.

ol
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fem: fluxo de poténcia ativa na linha conectada entre as barras k e m,
saindo da barra k em direcao & barra m;

Vi: modulo da tensao na barra k;
Orm: defasagem angular entre as tensoes das barras k e m;
TLm: resisténcia série da linha;

Trm: reatancia série da linha.
Desprezando-se as perdas (rg,, = 0), e considerando
Vi = Vi, = 1.0; senfim, = Opm; bem ~ —1/Tpm; (4.3)
o fluxo de poténcia na linha pode ser aproximado por

ekm - ek — em

Lkm Lkm

Jiem = (4.4)
onde 6 e 0, sdo os angulos de fase das tensdes nas barras k e m, respec-
tivamente, em relacao a tensdo de uma das barras da rede tomada como
referéncia.

No caso dos transformadores defasadores, o fluxo de poténcia ativa é
dado por

Frem = V2Gkm — ViVingkmcosOkm + dkm) — Vi Vinbkmsen(Ogm + Grm) (4.5)

onde ¢, € a defasagem angular introduzida pelo transformador defasador.

Introduzindo-se as mesmas aproximagoes utilizadas no caso de linhas de
transmissao, o fluxo de poténcia ativa no transformador é dado, aproximada-
mente, por

Tkm

4.2 Formulagao Matricial

Considerando inicialmente apenas linhas de transmissao e transformadores
em fase, a injecao liquida de poténcia ativa em uma barra da rede é dada
por

Okm
B=Y M k=1,..n (4.7)

Tkm
!
meﬂk

onde
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- conjunto das barras diretamente conectadas & barra k;

n: nimero de barras da rede.

A equacao (4.7) pode ser escrita como a seguir

Po={Y 1 O+ > <—i9m>, k=1,..,n (4.8)

Tk Tk
/ m / m
mEQ,C meﬂk

Desta forma, pode-se chegar & representacao matricial

P =BO (4.9)

onde

P: vetor cujas componentes sao as injecoes liquidas de poténcia ativa em
todas as barras da rede;

®: vetor cujas componentes sao os angulos de fase das tensoes em todas as
barras da rede em relagdo a tensao da barra de referéncia;

B: matriz de dimensdo n X n cujos elementos sao dados por:

-1
By = —; By =
Lkm m

1 (4.10)
Tkm

k

O sistema de equacoes lineares definido em (4.9) tem uma equagao redun-
dante devido ao fato da soma das inje¢Ges em todas as barras da rede ser nula
(as perdas sdo desprezadas). Isto implica na singularidade de B. Por outro
lado, os 4ngulos de fase sdo grandezas relativas as quais devem ser definidas
em relagdo a uma referéncia fixa. Para resolver ambos os problemas, elimina-
se uma das equacoes do sistema de equacoes e adota-se a tensao da barra
correspondente como referéncia angular (65 = 0°). Desta forma chega-se ao
sistema de n — 1 equacoes

P =BO (4.11)

onde foi eliminada a equacao correspondente & barra de referéncia.

No caso da rede conter transformadores defasadores, a representagao é
idéntica aquela mostrada em (4.11), exceto pelo vetor P o qual tem suas
componentes associadas aos nés terminais dos transformadores alteradas pela
adi¢ao de parcelas correspondentes a geracgao e carga ficticias como mostrado
na Figura 4.1 [20].
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k Kim m
‘ — ‘

- Ton / Xiom Eom # Xiom Tom # Xiom

Figura 4.1: Modelo do transformador defasador

Exemplo 4.1 Seja o sistema com trés barras da Figura 4.2, no qual as
reatdncias dos ramos da rede sao dados em pu na base de 100 MVA [?]. Os
elementos do modelo de fluxo de poténcia linearizado sdo dados por:

0,4 i 01 i 22,5 —10,0 —12,5
P=| 04|; ©=|6,|; B=|-10,0 30,0 —20,0
-0,8 05 ~12,5 —20,0 32,5

Para se obter a solugdo do fluxo de poténcia é mecessdrio definir-se uma
barra de referéncia. Suponha escolhida a barra 1 como referéncia. Neste
caso temos 0, = 0° e

61 [ 300 —20,0] [ 0,4] [00565 0,038 0,4
05 | — | —20,0 32,5 ~0,8 | ~ | 0,0348 0,0522 -0,8

—0,0052 | o[ —0,2079°
—0,0278 |77 | —1,5928°

O fluzo de poténcia nas linhas é dado por

0 — (0,0052
Ji2 = 0-1(0,0052) _ 0,0520pu = 5,2MW;
0,10
0—(0,0278
fis = ¥ = 0,3475pu = 34,8MW;
0,08
2
410 M : 010 pu 410 MW
JOOF pu JO05 pu
3
&0 MW

Figura 4.2: Sistema utilizado no exemplo 1
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1 y .
‘ﬁf 52 MW <073

|
0 MW 40 MW

>
34,3}\ 45,2 MW
3

g

&0 MET

Figura 4.3: Resultados do exemplo 1

i 2
£ 24 W 14

|
O MW — 40 1MW

.
276 M

3 L1988

&0 MET

Figura 4.4: Resultados do exemplo 1 considerando um transformador de-

fasador no ramo 2-3

fog = —0,0052 - (=0,0278) _ 0,4520pu = 45, 2MW.
0,05
Os resultados do cdlculo do fluro de poténcia estao resumidos na Figura
4.8. Suponha, agora, que o ramo 2-3 é um transformador defasador o qual
introduz um defasamento angular ¢ = —1° (-0,0174 rad) no sentido de 2
para 8. A nova solugdo do fluzo de poténcia serd dada por

6, ] [ 0,0565 0,0348 0,4+ 0,0174/0,05 |
05 | — | 0,0348 0,0522 ~0,8—0,0174/0,05 | —

0,0024 | . 0, 1375°
—0,0339 ~ | —1,9423°

o que produzird a nova distribuicio de fluzo na rede’> mostrada na Figura

44
20bserve que o fluxo no ramo contendo o transformador defasador é dado por Pa3 =
(0,0024 + 0,0339 — 0,0174)/0, 05 ~ 37, 6.
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4.3 Inclusao de Perdas no Modelo Linearizado

As perdas no sistema de transmissao representam parcela importante da e-
nergia disponibilizada em um sistema de energia elétrica. Sua inclusdo em
modelos de fluxo de poténcia é importante em varios estudos, particular-
mente naqueles envolvendo aspectos econdémicos da operacao desses sistemas.
A representacao das perdas ativas no modelo de fluxo de poténcia linearizado
pode ser realizada de forma aproximada.

Como mostrado na secao 3.6, as perdas ativas em um ramo da rede, com
admitancia série dada por Ygm = Gkm + Jbkm, sao dadas por

Lim = Gem(VZ + V2 — 2V3.V;c08 O (4.12)
Assumindo-se as seguintes aproximagoes

2
ekm .

o (4.13)

Vi =V = 1.0pu; cosbp, ~1—

obtem-se

Lim = Gemb,, (4.14)

A inclusao das perdas no modelo de fluxo de poténcia linearizado pode ser
realizado, aproximadamente, pela adi¢ao de cargas ficticias nas barras termi-
nais das linhas correspondentes & metade das perdas das linhas conectadas
entre as barras. Assim, o modelo dado na equagao (4.11) passa a ter o
seguinte aspecto

P-L=B0O (4.15)

onde L é um vetor cujas componentes sao dadas por
1 2
Ly = Z Egkm‘gkm (4.16)

!
mefY,

A solucao dos sistema de equagoes definido em (4.15) exige um processo itera-
tivo pois os elementos de L dependem do conhecimento do vetor de solucao
©. Entretanto, na maioria das aplicagoes, é suficiente adotar o seguinte
procedimento [20]:

e Resolve-se o problema sem considerar as perdas (4.11);
e Utiliza-se esta solucao para calcular os elementos de L;

e Resolve-se, entdo, o sistema na forma dada em (4.15).
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Exemplo 4.2 Considere o sistema usado no Ezemplo 4.1, acrescentando
componentes resistivas as impeddncias das linhas de valores r12 = 0,050 pu,
r13 = 0,040 pu e ro3 = 0,025 pu, respectivamente.

As perdas associadas aos ramos da rede sao dadas por

Lis = 4,0 x (0+0,0052)? = 10,82 x 10~°

Liz = 5,0x(0+0,0278)% = 386,42 x 107°
Las = 8,0 x (—0,0052 + 0,0278)2? = 408,61 x 107°

A solucao do sistema de equacdes, incluindo as perdas, ¢ dada, entao, por

6 | [0,0565 0,0348 0,4—209,71 x 1075 |
65 | — | 0,0348 0,0522 ~0,8 397,51 x 107° | —

~0,0055 | [ —0,31°
—0,0281 | T | —1,61°

o que produzird a nova distribuicdo de fluzo na rede mostrada na Figura
4.5, na qual as setas pontilhadas indicam a carga adicional em cada barra
correspondente as perdas nos ramos da rede conectados as mesmas.

AF 1 2 203
5,47 MW
40,21 1 > o 0L
02015 W ¥ 021 MW
331 45,26 MW
3 0L
¥

SO ME 040 M

Figura 4.5: Resultados do Exemplo 4.1 considerando as perdas

4.4 Relagao de Sensibilidade

A partir do modelo linearizado de fluxo de poténcia, é possivel estabelecer
relacoes de sensibilidade entre os fluxos de poténcia ativa nos ramos da rede
e as injecoes de poténcia ativa nas barras. Essas sensibilidades sao tuteis
em varios estudos e modelos. O balanco de poténcia (12 Lei de Kirchoff)
estabelece que a soma algébrica das poténcias que entram e saem de uma
barra deve ser nula, ou ainda, que

Af=P (4.17)

onde
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A: matriz incidéncia reduzida® barra x ramo, com dimensdo (n — 1) X m;
m: namero de ramos da rede;
f: vetor cujos elementos sao os fluxos de poténcia nas linhas (m x 1).

Os fluxos de poténcia nas linhas podem ser expressos pela equagao abaixo
(22 Lei de Kirchoff)

f=T[A]T® (4.18)
onde

I': matriz diagonal cujos elementos sdo as susceptancias dos ramos (1/x;),
com dimensao m X m.

Substituindo (4.17) em (4.18), temos
ATAT®@ =P (4.19)

de onde se conclui, por comparagao com (4.11), que

B = AT[A)T (4.20)
De (4.18), obtem-se
f =T[A]T[B]"'P (4.21)
f =P (4.22)
onde
f=T[A]"B]™ (4.23)

A matriz 0 é a Matriz de Sensibilidades entre os fluxos nas linhas e as in-
jecoes nodais de poténcia. Seus elementos fornecem a relagdo entre variacoes
de injecoes em barras e fluxos de poténcia em ramos da rede. Na matriz §
nao existe a coluna correspondente a barra de referéncia. Esses fatores sao
assumidos iguais a zero pois, no modelo de fluxo de poténcia linearizado,
qualquer variagao na injecao de poténcia na barra de referéncia é absorvida
pela propria barra de referéncia ndo implicando, portanto, em variacdo do
fluxo de poténcia nos ramos da rede.

3A matriz incidéncia define a conexfio dos ramos aos nés da rede. Possui elementos
iguais a 1 e -1 na intersecdo da coluna genérica j (ramo) com as linhas k& e m (nos
terminais do ramo j), respectivamente. Os demais elementos da matriz sao nulos. A
matriz incidéncia reduzida é obtida pela eliminacao da linha correspondente & barra de
referéncia da matriz incidéncia.
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Exemplo 4.3 Para o sistema usado no Exemplo 4.1, a matriz de sensibili-
dade (B ¢ dada por

. 10,0 s _(1) _(1) [0,0565 0,0348]_
2.0 S 1| [ 0,038 0,052

—0,5652 —0,3478
—0,4348 —0,6522
0,4348 —0,3478

Os elementos de B podem ser utilizados para colcular variagoes nos fluzos
devido a variagoes nas injecoes. Por exemplo, suponha que a carga na barra
3 sofre um acréscimo de 10% passando ao valor 88 MW. O novo valor do
fluzo na linha 1-3 € dado por

fugre = fistho 4 (—0,08) x (—0,6522) =
= 00,3475+ 0,0522 = 0,3997 ~ 40MW

4.5 Analise de Alteragoes no Modelo Linearizado

Em vérias aplicagbes praticas, tais como anélise de contingéncias, avaliagao
da confiabilidade, etc., sao necessérias solucoes de seqiiéncias de sistemas de
equacoes do modelo de fluxo de poténcia linearizado (4.11) correspondentes
a simulacao de alteracdes na condicdo de carga e geragao ou na rede de
transmissao. Esses sistemas de equacoes apresentam pequenas diferencas
entre si o que permite obter a solu¢ao dos mesmos com esforco computacional
reduzido. As seguir sao apresentados procedimentos para a obten¢ao dessas
solu¢des a partir da solucao do caso base, ou seja, da rede em sua configuragao
normal.

4.5.1 Alteragoes na condicao de carga-geracao

Suponha uma variagdo no vetor de injecoes de poténcia ativa a qual passaria
de uma condicao inicial P para P + AP. Isto acarreta uma variagdo nos
angulos de fase do valor ® para ® + A®. Supondo que nao exista alteracao
na rede, esta variacao é dada por

P+AP = B(©+AO) (4.24)

de onde se conclui que

A® = B~!AP| (4.25)

Como pode-se observar de 4.25, o calculo de A® exige pouco esforgo
computacional adicional pois B~! j4 esta disponivel, de forma explicita ou
implicita (fatores), desde a solu¢ao do caso base.
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4.5.2 Alteracoes na rede

O problema agora consiste em calcular as alteragdes nos angulos de fase da
tensoes A® causadas por alteragoes no valor das reatincias dos ramos, ou
de forma equivalente, nos elementos de B a qual assume o valor B + AB.
Uma hipoétese usual nesta anélise é supor que nao ha alteracdo nas injegoes
liquidas de poténcia. O novo valor de A® pode ser calculado resolvendo-se
a equagcao

P = (B+AB)(® + AO) (4.26)
a qual pode ser reescrita como

BA® + ABO® + ABA® = 0 (4.27)

A equacao acima pode ser resolvida de forma aproximada ou exata como se
mostra nas segoes seguintes.
Em (4.27), a alteragdo em B pode ser representada por

AB = Abpnermer, (4.28)

onde

T k m
1

€m = [0 --- 010 -0 -1 0 --- 0]

e Aby,, € a variacao na susceptancia do ramo k-m.

Solugao aproximada

E obtida desprezando-se o termo ABA® em (4.27). Neste caso, a solugio é
dada por

A® = B 'AB®© (4.29)
Introduzindo (4.28), a solucao passa a ser dada por
A® = —Ab,Xepnel O (4.30)

onde X = B™!. Finalmente, a expressao acima pode ser colocada na forma

A® = —Ab XimOem (4.31)

onde Xyim € a diferenca entre a k-ésima e a m-ésima, colunas de X e 0, ¢é
a defasagen angular no ramo k-m antes da alteragdo na rede.
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Solucao exata

De (4.27), obtemos

A® = —-B'AB(©+ A®)

A® = —B 'Abermer (O + AO)

A® = —Abpy(Opm + ABOLy)B e,

A® = —Abppn(Opm + AOkm) Xim (4.32)

Na expressao acima A® é dado em funcdo de AOy,,, isto é, duas de suas
componentes. Para se obter o valor de A©y,,, pré-multiplica-se a expressao
por e{m obtendo-se

O = AOp, = —Aby(Okm + AOpm)ed, Xim

A@km(l + Abkmoz) = —Abkm@kma, o= e;mekm
Abkm@kma
AOp, = ————- 4.33
F 1+ Abgmor (4.33)
Substituindo (4.32) em (4.33), temos
Abkm@kmO‘
AO®O = —Abyy |Owm — —1—— m
o [0 = TR X
®km + Abkm@kma - Abkm(akma
AO® = —Abgy |Okm — Xim
k { k 1+ Abgmor b
AO® = —Ab %
- kml—i—AbkmOé km
De onde, finalmente, conclui-se
AO = —¢ X Owm (4.34)
onde
! (4.35)
c= .
Ablkm + eZkam

4.6 Meétodo dos Fatores de Distribuicao

O método dos fatores de distribuigdo utiliza o modelo de fluxo de poténcia
linearizado descrito nas secoes anteriores. Esses fatores representam relacoes
de sensibilidade entre variaveis da rede e sao usados em diversas aplicagoes.
Em particular, sao utilizados na Anélise Estatica de Contingéncias, na formu-
lacdo linearizado do Fluxo de Poténcia Otimo e na avaliacdo da Capacidade
de Transmissao Disponivel entre areas da rede. A seguir sdo apresentados os
fatores de distribuicao mais utilizados na pratica.
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V| Pi+AP;

1

k
| Py, +APk'm

[ — |

)

Figura 4.6: Fator de deslocamento de geracao

4.6.1 Fator de Distribuicao para Deslocamento de Geragao

Este fator relaciona variacoes no fluxo de uma ramo da rede devido a variagao
da injecdo de poténcia ativa em uma das barras da rede. Esta situacao é
ilustrada na Figura 4.6. O fator de distribui¢do para deslocamento de geragao
é definido por

Afkm
AP

Do = (4.36)

onde A fi,, € a variacdo no fluxo de poténcia ativa em um ramo k-m devido
a variagdo AP; na injecao de uma barra genérica 1.

Inicialmente, vamos considerar que a variacao na injecao de uma barra
qualquer é compensada por uma variacao igual e de sentido contririo na
injecdo na barra de referéncia. Supondo a variacio na barra i, temos?

Aby = XAP

ou

A
Tkm
de onde obtemos
X i sz
B = (4.37)
’ Lkm

Caso se deseje relaxar a hipotese de compensacao da variacao da injecao
na barra ¢ pela variacdo na injecao da barra flutuante, deve-se dispor de uma
regra de distribuicao dessa variacao pelas demais barras da rede definida
por fatores de absor¢ao vy;; da variagao da injegao na barra 7 pelos demais

*Nas equacdes seguintes, o simbolo Xj,, representa o elemento km da matriz X. Nao
deve ser confundido com o simbolo X, usado anteriormente, o qual denota a diferenga
entre as colunas k£ e m da mesma matriz X.
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P, +APkm

{ — \

| Axrs

]

Figura 4.7: Fator de distribuicao para desligamento de ramo

geradores do sistema. Neste caso, a variacdo do fluxo em um ramo k-m da
rede, devido & variacdo da injecdo AP; na barra ¢ serd dado por

Afem = Y OfnvjiAP; (4.38)
J€Qa

onde g € o conjunto de geradores da rede.

Os fatores de distribuicao para deslocamento de geracao definidos nesta
se¢ao sao iguais aos elementos da matriz de sensibilidade § definida na se¢ao
4.4.

4.6.2 Fator de Distribuicao para Desligamento de Ramo

Este fator relaciona variagoes no fluxo de um ramo da rede devido a variagao
na reatancia de um outro ramo da rede causado, por exemplo, pelo desliga-
mento de um dos circuitos em paralelo que forma esse ramo. Esta situacao
é ilustrada na Figura 4.7.

O fator de distribui¢do para desligamento de ramo é definido por

A frm
¢kDm,rs - fk
frs

(4.39)

onde A fy,, € a variacdo no fluxo de poténcia ativa em um ramo k-m devido a
variacao Ax,s na reatancia do ramo rs, no qual havia um fluxo de poténcia
ativa f,.s antes desta variagdo na reatancia.
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De (4.5.2) e (4.35) vem

Xlr - Xls
Xk:r - st
er Xms
1
AO = — . 0
Axrs + [XT’I‘ - er - XS’I‘ + Xss] . "

er - er
Xsr Xss
an an

e

1
A‘gkm = [Xk:r - Xk:s - er + Xms]ers

_A-Trs + [er — X5 — X + Xss]
O fator de distribuicao é calculado usando

fom, s frs ers/fxrs

de onde, finalmente, obtemos

xrs[Xkr - st - er + Xms]

D
¢km,7‘s =

_ka[Axrs + er - er - Xsr + Xss]

(4.40)

4.6.3 Fator de Distribuicao Combinado de Deslocamento de

Geracgao e Desligamento de Ramo

Este fator de distribuicdo, ilustrado na figura 4.8, indica a influéncia da
variacdo da geragdo em uma barra ¢ no fluxo de poténcia de um ramo k-m
da rede quando j& havia uma alteracdo na reatancia de outro ramo r-s. O

fator é definido como

60D Afm
kmyi(rs) — Afz

e pode ser calculado por

GD e D G
¢kzm,i(7‘s) = ¢km,i + ¢km,rs ¢rs,'i

(4.41)

(4.42)
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| Axys P +APgm,

[ —

—

Figura 4.8: Fator de distribuicao combinado para deslocamento de geragao
e desligamento de ramo

4.6.4 Fator de Distribuicao Combinado de Desligamento de
Dois Ramos

Este fator de distribuicdo, ilustrado na figura 4.9, indica a influéncia da
variagdo da reatancia de um ramo r-s da rede no fluxo de um ramo k-m,
quando j& havia uma alteracao na reatancia de outro ramo t-u. O fator é

| Azrs | \ Azty |

Figura 4.9: Fator de distribuicao combinado de desligamento de dois ramos

definido como

At

DD

¢km,rs(tu) = f = (443)

TSs

e pode ser calculado por
DD _ ¢kDm,rs + ¢kDm,tu¢gL,rs 4.44
km,rs(tu) — 1 4D ¢D ( : )

rs,turtu,rs

4.6.5 Fator de Distribuicao para Transferéncia de Poténcia

Este fator relaciona a variacao no fluxo de poténcia ativa de um ramo rs da
rede devido a uma nova transa¢do® estabelecida entre os nés k e m [8]. Esta
situacao é ilustrada na Figura 4.10.

"Uma transagio ¢ um valor especificado de poténcia a ser injetado (gerado) em um
determinado né da rede e retirado (consumido) em outro n6 da rede. Esse tipo de analise
é importante na operagao de sistemas elétricos em ambiente competitivo para verificacio
da viabilidade técnica de uma transagao de compra e venda de energia.
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k m
- ;
Pkm T km
VR
| — |

Figura 4.10: Fator de distribui¢do para transferéncia de poténcia

O fator de distribuigao para transferéncia de poténcia é definido por

¢)£ — AfT’S
m,rs P];Tm

(4.45)

onde Af,¢ é a variacao no fluxo de poténcia ativa em um ramo rs devido &
transacao P,;fm entre os nés k e m.

O fator pode ser obtido pela superposicao dos efeitos das injecoes de
poténcia nas barras k e m, valendo-se das expressoes ja deduzidas para os
fatores de deslocamento de geragdo, como a seguir

Afrs = ¢kG,rngm + ¢§n,rs(_Pgm)
= (¢kG,Ts - ¢§n,rs)Pgm

_ T T
- km,rstm

de onde se obtem

Xk:r - st - er + Xms

Lrs

T
¢km,rs -

(4.46)
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Problemas

1. Para o sistema cujos dados sao apresentados a seguir:

(a)

(b)

Escreva os dois subsistemas de equagoes utilizados na solucao do
problema de fluxo de poténcia pelo método de Newton-Raphson.
Explique como seriam resolvidos esses subsistemas.

Apresente a estrutura dos sistemas de equacoes lineares a serem
resolvidos em cada iteragdo dos métodos de Newton-Raphson e
Desacoplado Rapido.

Resolva o problema de fluxo de poténcia pelo método de Newton-
Raphson® para valores crescentes da carga. Suponha um cresci-
mento uniforme da carga e, correspondentemente da geragao, em
todas as barras mantendo um fator de poténcia constante. Trace
as curvas V-P e V-Q correspondentes a variagao da tensdo na
barra 4. Calcule os autovalores dos Jacobianos correspondentes
as sucessivas solugoes do fluxo de poténcia e comente sobre seus
valores.

Resolva o problema de fluxo de poténcia, utilizando o modelo lin-
earizado de fluxo de poténcia ativa, para a condicao inicial e final
de carregamento da sequéncia de casos de fluxo de poténcia cal-
culados no item (c). Compare os resultados com aqueles obtidos
com o modelo nao-linear.

Calcule a variacao do fluxo de poténcia na linha 1-2, devida ao
desligamento de uma das linhas do ramo 2-3, usando o método
dos fatores de distribuicao.

O— —O

Figura 4.11: Sistema de 4 barras

5Sugestdo: utilize o programa de calculo de fluxo de poténcia disponivel no Power
System Toolbox (MATLAB).
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Tabela 4.1: Dados de Barras

Barra | Tipo Geracao Carga Tensao
MW | MVAR | MW | MVAR | (pu)
1 PV 50 - 0 0 1.03
2 Vo - - 0 0 1.05
3 PQ 0 0 60 20 -
4 PQ 0 0 80 30 -

Tabela 4.2: Dados de Linhas (Base: 100 MVA)

| Linha | Res. (pu) | Rea. (pu) | Sus. (pu) |
1-2 | 0,080 0,300 0,060
1-3 | 0,010 0,080 0,030
2-3 0,040 0,200 0,040
2-3
3-4

0,040 0,200 0,040
0,015 0,100 0,020




Capitulo 5

Fluxo de Poténcia Otimo

5.1 Introducao

O Fluxo de Poténcia Otimo (FPO) tem como objetivo a otimizacio da
condicao estéatica de operagao de um sistema de geragao-transmissao de ener-
gia elétrica. Otimizagao no sentido de maximizar ou minimizar um determi-
nado critério (fungdo) sujeito a algumas restri¢oes (equagoes e inequagoes).
Por exemplo, a minimizacao das perdas ativas na transmissao sujeita a limi-
tes operacionais nos modulos das tensoes e fluxos nas linhas.

Em comparagao com o fluxo de poténcia convencional (FP), pode-se pen-
sar no FPO como sendo uma ferramenta de sintese enquanto o FP ¢ utilizado
para andlise. Com o FP obtem-se a solugao da rede elétrica (tensoes nodais,
fluxos na linhas, etc.) para uma condi¢ao particular de operacgao (carga e
geracao). Com o FPO escolhe-se, entre as infinitas condi¢oes de operacao
possiveis para atender a demanda, uma que otimize o critério escolhido.

5.1.1 Formulagao do Problema

O FPO é geralmente formulado como um problema de Programacao Nao-
Linear!, de acordo com o seguinte formato padrio [24, 14]

min f(z) (5.1)
s.a g(z)=0 (5.2)
h(z) < 0 5.3

onde

z € IR™™ ¢ o vetor de variaveis do problema o qual inclui o vetor x € IR"

de varidveis de estado e o vetor u € IR™ de wvaridveis de controle tal

que z = [xI uT]T;

!Uma introdugio a Programacdo Nao-Linear é apresentada no Apéndice B
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f:IR™™ — IR & a funcdo objetivo;
g : IR™™™ — IRP sido as restricoes de igualdade; e
h: R™™ — IR sdo as restricoes de desigualdade.

Assumindo uma rede elétrica com 1000 nés ou barras, o problema defi-
nido em (5.1-5.3) apresentard cerca de 2000 variaveis, 2000 restricoes de
igualdade e mais de 5000 restricoes de desigualdade. Em problemas praticos,
um namero pequeno de restricoes de desigualdade sao ativas na solucao, isto
é, somente algumas poucas variaveis da rede atingem seus limites operativos.
Este fato pode ser explorado para simplificar o processo de solucao do FPO.

5.1.2 Aplicagoes

O FPO tem aplicacao em varios problemas de planejamento da expansao e
da operacgao, e na operacao em tempo-real, tais como:

e Despacho econdmico e seguro (operacao em tempo-real, simulagdo do
despacho em estudos de planejamento da operagao e expansao);

e Redespacho preventivo e corretivo (opera¢ao em tempo-real);
e Minimizacao de perdas;

e Alocacao de fontes de poténcia reativa (planejamento da expansdo do
suporte de reativos);

e Avaliacao da confiabilidade composta de sistemas geracao e transmis-
sao;

e Planejamento da expansao de sistemas de transmissao;
e Tarifacao de servigos de transmissao;

e Determinacao de precos nodais de energia.

5.1.3 Meétodos de Solugao: Histoérico

Os primeiros estudos apresentando formulagdes e métodos de solugdo para
o FPO foram publicados na decada de 60 por Carpentier na Franca [7]
e Dommel e Tinney nos EUA [11]. Na década de 70, varios aperfeigoa~
mentos foram propostos para essas formulagdes originais sem, entretanto,
produzirem avancos significativos na velocidade e robustez dos algoritmos
de solugao. Uma proposta importante foi a introdugao do conceito de FPO
restrito pela seguranca, isto é, uma solugdo 6tima levando em consideragao
um conjunto de contingéncias provéaveis de ocorrer no sistema [2].

No final da década de 70 e inicio dos 80s, comecaram a surgir novas
formulagoes e métodos de solugao para o FPO que iriam formar a base dos
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métodos atualmente considerados como os mais adequados para utilizacao
pratica. Dentre esses métodos devem ser citados:

e Programacao Linear Seqiiencial [25];
e Programacdo Quadratica Seqiiencial [5];
e Método de Newton [10];

e Método dos Pontos Interiores [16].

5.2 Natureza do Problema

No FPO a demanda é, em geral, considerada conhecida e constante. A
melhor maneira de atender essa demanda é obtida resolvendo-se o problema
de FPO. Tendo em vista o desacoplamento natural entre fluxos de poténcia
ativa e reativa, é comum considerar-se separadamente as fontes e grandezas
controliveis relacionadas ao atendimento da demanda ativa e da demanda
reativa e controle de tensao.

5.3 Formulacao Matemaética

5.3.1 Variaveis

O conjunto de variaveis integrantes da formulacao do problema é divido em
dois subconjutos:

Variaveis dependentes ou de estado (x)

E um conjunto minimo de varidveis capazes de caracterizar unicamente o
estado de operagao da rede elétrica. Normalmente as variaveis escolhidas
sao os modulos e angulos de fase das tensdes nas barras de carga e angulos
de fase das tensoes em barras de geragao (tensao controlada). Sao as variaveis
obtidas na solucao de um FP.

Variaveis independentes ou de controle (u)

Sao as varidveis utilizadas para conduzir o processo de solucao do FPO para
uma solucdo 6tima. Fisicamente, essas varidveis correspondem a dispositivos
ou processos de controle existentes na rede elétrica. As varidveis normal-
mente utilizadas na pratica sao:

o Fluxo Ativo:

— Poténcia ativa gerada;

— Angulo de fase de transformadores defasadores;
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— Poténcia transmitida nos links DC;
— Fluxo de intercAmbio entre areas.

e Fluxo Reativo:

— Moédulo da tensao em barras de geracao;

Poténcia reativa gerada ou alocada;

Posicao do tap de transformadores;

— Susceptancia shunt de bancos de capacitores; ou reatores.

No caso de uma barra de geragdo, a variavel de controle associada ao fluxo
de reativos pode ser tanto o médulo da tensao quanto a injecdo de poténcia
reativa. A escolha de um ou de outra depende do dispositivo de controle
existente na barra e do método de solugdo adotado. Algumas variaveis de
controle somente podem assumir valores discretos, por exemplo, posicao de
taps de transformadores, susceptancia shunt de bancos de capacitores, etc.

5.3.2 Restrigcoes de Igualdade

A solugado do FPO corresponde a uma solugdo do FP que otimiza o critério
escolhido. Portanto, esta solucao deve satisfazer as equagdes que governam
o fluxo de poténcia em uma rede elétrica as quais, em coordenadas polares,
tem o aspecto seguinte:

P, = Pgr— Pri
= Vi Y Vin(Grm €08 g + Bimsenbiy), k€ Qp  (5.4)

meQ
Qr = Qcr— Qrk
= Vk Z Vm(kasenﬁkm — Bkm CcOoS ka), ke QQ (5.5)
meQ
onde
ekm = Hk: - 9m

{Q} : conjunto formado pela barra k e as barras conectadas a barra k;

Q1p e Qg: conjuntos de barras da rede cuja definicao depende do método
de solugdo do FPO escolhido;

Grm + jBgm : elementos da matriz de admitancias nodal da rede;

Pri e Qpi : carga ativa e reativa conectada a barra k.
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Em alguns casos, pode ser necessaria a introducao de restrigoes de igual-
dade adicionais na formulagdo do FPO. Por exemplo, pode-se desejar que o
o valor do intercambio de poténcia ativa entre duas areas seja fixo ou que
a soma da geragdo de um grupo de usinas seja igual a um valor pré-fixado
para satisfazer restrigoes energéticas de médio ou longo prazos. Neste caso,
equacoes representando essas restricoes devem ser adicionadas ao conjunto
bésico dado em (5.4) a (5.5).

5.3.3 Restricoes de Desigualdade

As restrigdes de desigualdade s@o inequacgOes representando limites fisicos
relacionados com a capacidade térmica de transmissao de poténcia dos com-
ponentes da rede ou limites operacionais relacionados com aspectos de segu-
ranga da operagdo do sistema de poténcia. As variaveis geralmente associ-
adas a esses limites, agrupadas de acordo com sua maior influéncia no fluxo
de ativos ou reativos, sao listadas a seguir:

o Fluxo Ativo:

— Poténcia ativa gerada;
— Angulo de fase de transformadores defasadores;

— Poténcia transmitida nos links DC;

Fluxo de poténcia em ramos da rede (linhas ou transformadores);

Fluxo de poténcia ativa de intercAmbio entre areas
— Reserva girante em uma area;

— Defasagem angular entre barras.

e Fluxo Reativo:

Moédulo da tensao;

Poténcia reativa gerada;
— Posicao do tap de transformadores;

— Susceptancia shunt de bancos de capacitores ou reatores;

Fluxo de poténcia reativa em ramos da rede;

Fluxo de poténcia reativa de intercAmbio entre &reas
e Fluxo Ativo e Reativo:

— Geragao complexa (MVA);

— Corrente nos ramos.
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5.3.4 Funcao Objetivo

O estabelecimento de fungbes objetivo que consigam descrever adequada-
mente a melhor condicao operativa da rede elétrica é o aspecto mais com-
plexo da formulagao do problema de FPO. Em muitos casos, a utilizacao de
uma simples expressao matemética nao consegue descrever adequadamente
varios objetivos conflitantes e nao perfeitamente caracterizaveis por formulas
matemaéticas. Em outros casos, a satisfacao das restricoes é mais importante
que a otimizagao da funcao objetivo. Neste caso, pode-se usar uma funcao
objetivo ficticia (dummy) ou até ndo definir nenhuma fung¢ao objetivo.

A seguir sdo apresentados alguns exemplos de fungoes objetivo usadas
em aplicagoes praticas.

Custo de geracao minimo

E a funcao objetivo usada para modelar o problema de despacho econémico.
No caso de sistemas constituidos apenas por usinas térmicas, esta funcao
assume o aspecto seguinte:

fz) = ) Ci(Pay) (5.6)
i€Qc

onde g é o conjunto de barras de geracao.

Perdas Minimas

Esta funcao pode ser representada de duas maneiras:
e Minimizacao da inje¢ao de poténcia ativa na barra(s) flutuante(s);
e Somatorio das perdas ativas em todos os ramos da rede.

Esta funcao é muitas vezes utilizada como uma fungao objetivo ficiticia
quando o verdadeiro objetivo é se obter uma solucdo do fluxo de poténcia
onde todas as restrigoes sdo satisfeitas.

Minimo Custo de Alocacao de Fontes de Reativos

Esta funcdo objetivo é utilizada no planejamneto da instalacdo de novas
fontes de poténcia reativa. O objetivo do problema é determinar a capacidade
e local de instalacao das novas fontes que satisfacam as restricdes de tensao
do sistema com custo minimo. Uma possivel fungao objetivo é

fz) = > CilQay) (5.7)

i€EQa
onde CZ-(QGJ-) ¢ o custo de instalacdo de uma fonte de capacidade Qg
Dependendo do tipo de fonte de reativos (capacitores e indutores, por exem-

plo), a variavel Q¢ ; assume apenas valores discretos o que torna mais dificil
a solucao do problema.
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Minimo Corte de Carga

Esta funcdo objetivo é utilizada para resolver situagdes de emergéncia nas
quais o desligamento de parte da carga é a tinica solucao possivel para aliviar
sobrecargas e tensoes fora dos limites. Porém, o corte de carga deve ser mi-
nimo ponderado pela importancia das cargas. Uma possivel fungao objetivo
nesse caso é

flz) = Y wi(Pry) (5.8)

1€Qy,

onde €27, define o conjunto de barras onde é admitido o corte de carga, Pr,;
é a parcela da carga a ser cortada na barra ¢ e w; é uma ponderacao que
define a importancia da carga nessa barra.

Desvio Minimo do Ponto de Operagao

Esta funcao tem como objetivo obter uma solucao o mais préximo possivel
de um ponto de operagao previamente estabelecido em um outro estudo
(otimizagao energética, seguranga dinamica, etc.) porém nao possivel de ser
implementado. A funcdo é definida por

f2) = Y [wrlme — )] (5.9)

ke

onde €24 é o conjunto de varidveis y; considerado, yo é o valor determinado
pelo estudo anterior e wy é uma ponderacao.

5.4 Fluxo de Poténcia Otimo Linearizado

Antes de apresentar os métodos de solucao do problema de FPO, como for-
mulado nas secoes anteriores, serd apresentada uma versao linearizada do
mesmo. Esta formulacdo, além de facilitar a introducdo dos métodos de
solucdo, tem utilidade pratica em varias aplicagoes, particularmente em es-
tudos de operacao econémica [8].

A formulagao linearizada do FPO baseia-se no modelo de fluxo de potén-
cia linearizado apresentado no Capitulo 4. Desta forma, apenas o fluxo de
poténcia ativa é considerado. Nesta notas, serd considerado apenas o caso
particular onde o objetivo é a minimizacdo do custo total de operacao, re-
presentado pelo custo de geracao. Este objetivo ¢ normalmente utilizado em
estudos econémicos. A formulacdo pode ser facilmente estendida a outros
objetivos. O problema pode, entdo, ser formulado [8] como um problema de
Programacio Linear? (PL), como mostrado a seguir:

2Uma breve introdugio a Programacio Linear é apresentada no Apéndice C.
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Minimizar z= ¢ Pg, +cPg,+ -+ c,Pa, (5.10)
Sujeito a
91 PGl _PD1
_ 02 Pg —Pp
B O e o (5.11)
O Pg, —Pp,
PR < Pg, < PR, i=1,2,..n (5.12)
1 .
—(0:i—0;) +si; = f7% ijeQ (5.13)
Tij
0 < Sij < 2fg-mx, 1] € Q, (514:)
Href =0 (515)

onde

n : nimero de barras da rede;

ref: indice da barra utilizada com referéncia angular da rede;
¢;: custo incremental da geracao na barra i (R$/MWh);

Pg,: geracao ativa na barra ¢ (MW);

Pp,: carga ativa na barra i (MW);

0;: angulo de fase da tensdo na barra ¢ (rad);

B: matriz definida em (4.9);

PEY™, PR limites minimo e méximo da geracdo na barra i (MW);

774%: limite maximo do fluxo de poténcia no ramo ij (MW);
s;;: variavel de folga associada ao fluxo de poténcia no ramo ij (MW);

Q,.: conjunto de ramos da rede.
As restricoes estabelecidas em (5.13) e (5.14) representam os limites no
fluxo dos ramos da rede e sdo equivalentes a

—f < fy <Y e (5.16)
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onde

fij: fluxo de poténcia no ramo ij (MW).
A restrigao representada por (5.15) tem como objetivo estabelecer a referén-
cia angular das tensoes da rede.

Para manter a generalidade da formulagdo do FPO linearizado, as varia-
veis correspondentes & geragao ativa (FPg,) sao mantidas em todas as barras.
Na formulacdo de um problema especifico, as varidveis associadas a barras
onde ndo hi geragao podem ser exluidas ou, alternativamente, podem ser
atribuidos valores nulos aos limites de geragao ativa Pg:i" e Pt

Exemplo 5.1 Considere o sistema com trés barras utilizado no Ezemplo
4.2, ao qual se acrescenta os valores relativos aos custos de geragdo e limites
dados a sequir:

¢1 =80 R§/MWh; — Pgin =0 MW;  Pger = 50 MW;
¢ =100 R§/MWh; Pgin =0 MW; P =50 MW;
maz — 10 MW, maz — 50 MW;  fimes = 50 MW.

O problema de FPO linearizado, com o objetivo de minimizagio do custo
total de geracdo, pode, entdo, ser formulado como:

Minimizar z = 80FPg, + 100 g,

Sugeito a
22,5 —10,0 —-12,5 01 Pg, 0
—10,0 30,0 —20,0 Oy | — | Pg, | = 0
—12,5 —=20,0 32,5 03 0 —0,80
< Po, < 0,50
< Po, < 0,50
1
6, — 06 = 1
0. 10( 1—02)  + 512 0,10
1
0.08 (91 —03) +s13 = 0,50
1
65— 0 =
0’05( 2 3) + 593 0, 50
0 S 5192 S 0,20
0 S 513 S 1,00
0 < 5923 < 1,00
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O problema de PL acima pode ser apresentado na forma abaizo onde as
restrigoes de igualdade foram agrupadas em um unico sistema de equagoes:

Minimizar z = 80FPg, + 100 g,

Sujeito a
[ 225 —10,0 —12,5] -1 1761 1 o 7
~10,0 30,0 —20,0 ~1 02
-12,5 —20,0 32,5 Os —0,80
Po, |
10,0 —10,0 1 = 0,10
Pg,
12,5 ~12,5 1 — 0,50
512
20,0 —20,0 1 513 0,50
L 1 1| s23 | L 0 ]

0 < Pg, < 0,50
0 < Pg, < 0,50
0 < s2 < 0,20
0 < si3 < 1,00
0 < so3 < 1,00

O problema de PL acima pode ser resolvido utilizando-se qualquer método
de solucdo de problemas de PL 3, como, por exemplo, o Método Simplex apre-
sentado no Apéndice C. A solu¢do do problema acima produz os resultados
mostrados na Figura 5.1.

] - El.d-ﬂ,.ﬂ?"
43,4000 g 31,54 MW
33,@\ 41,54 MW
3 £.1,76°¢
50 MW

Figura 5.1: Solu¢ao do problema do Exemplo 5.1.

3Para uma solu¢io computacional desse problema, e de outros exemplos mostrados
nestas notas, recomenda-se a utilizagao da fungdo linprog do Matlab(©).
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Para a solugao apresentada na Figura 5.1, o custo total de operacao ¢ de
5.576,92 R$/h. Observe que nessa solugdo, o fluxro na linha 1-2 é igual ao
seu limite mdzimo, o que indica uma limitacdo no sistema de transmissao.

A solugao do problema de PL produz, também, os multiplicadores de La-
grange ou varidveis duais associadas as restricoes de igualdade e desigual-
dade. FEsses multiplicadores representam sensibilidades da fung¢dao objetivo
em relagao a variacoes no termo independente das restri¢oes de igualdade
ou nos limites das restricées de desiguladade. No problema em questdo, os
multiplicadores de maior interesse sdo:

T = 50,00 R§/MWh; mo= 88,76 R$/MWh;
Ty = 100,00 R$/MWh; ms= 0,00 R$/MWh;
75 = 80,77 R$/MWh; 3= 0,00 R§/MWh.

Os multiplicadores 7,7 e w3 sao relacionados as equacoes de equilibrio
de poténcia nos respectivos nds enquanto os multiplicadores w2, T3 € Wog SG0O
associados aos limites no fluzo das linhas. O primeiro conjunto de multipli-
cadores representa o Custo Marginal de Operagao nas barras da rede, isto €,
o custo para atender uma unidade extra de demanda. O sequndo conjunto
indica quanto poderia ser reduzido no custo total da geragdo caso os limites
no fluzo das linhas fossem aumentados de uma unidade. No caso, apenas
a restricao na linha 1-2 € efetiva e, portanto, o respectivo multiplicador é
diferente de zero.

A formulacdo do FPO linearizado apresentada nas equagoes (5.10) a
(5.15) inclui os angulos de fase das tensoes nodais. Em muitas aplicagoes,
particularmente aquelas na area econdémica, nao hé necessidade do calculo
explicito dessas variaveis. Utilizando a matriz 3 definida em (4.4), é possivel
reformular o problema de PL mantendo como varidveis apenas as geragoes
em cada barra da rede. Desta forma, obtem-se um problema de PL com
dimensdes menores. Por outro lado, deve-se observar que a matriz 3 ¢é cheia,
o que reduz o grau de esparsidade da formulagao.

A seguir é apresentada esssa nova formulagdo do FPO linearizado. Ob-
serve que a matriz § é definida adotando-se uma das barras da rede como
referéncia e, consequentemente, a coluna correspondente a essa barra nao é
incluida na matriz. Por essa razao, é necessario a inclusao de uma restricao
de igualdade adicional para garantir o balanco de poténcia na rede. Sem
perda de generalidade, na fomulagao abaixo a barra 1 é utilizada como barra
de referéncia.
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Minimizar ¢; Pg, + c2Pg, + -+ cnPa,

Sujeito a

onde
712
13

Tmn

< 2

512
513

Smn
max
pos,

max
— 1] Y
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max

12 12
lnga:t 13
S+ (5.17)
o Tmn
i=1,2,...n (5.18)
ij € Q, (5.19)
Pp,
Pp
> (5.20)
Pp,

Exemplo 5.2 O problema de FPO linearizado apresentado no exemplo 5.1
pode ser reformulado, utilizando a matriz 8 calculada em 4.3, como mostrado

a sequir:

Minimizar z = 80FPg, + 100 g,

Sugeito a
—0,5652 —0,3478
—0,4348 —0,6522 [
0,4348 —0,3478

I:’G1 + PG2 =0,80

P,

o O O O O

512

+ | s13

523
< Pg, <
< Pg, <
< s12 <
< s13 <
< 893 <

0,10 —0.2782
=1 0,50 | + | —0.5218
0,50 —0.2782
0,50
0,50
0,20
1,00
1,00

o qual pode, ainda, ser reescrito no formato padrao de um problema de PL,

como:
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Minimizar z = c1 Pg, + caFPg,

Sujeito a
1 10 0 0 Fe, 0, 8000
0 —0,5652|1 0 0 e | —0,1782
0 —0,4348 [0 1 0 :z | —0,0218
0 0,4348|0 0 1 S93 0,2218
0 < Pg, < 0,50
0 < Py, < 0,50
0 < s12 < 0,20
0 < si3 < 1,00
0 < so3 < 1,00

A solucao do problema de PL acima definido produz os mesmos resultados
obtidos no exemplo 5.1.

5.5 Fluxo de Poténcia Otimo Linearizado com Res-
tricoes de Seguranca

Em muitas aplicagoes, é necessario obter-se um ponto de operacdao que
otimize algum critério e satisfaga as restri¢Oes, tanto na condi¢do normal
de operagao quanto em contingéncias. Um ponto de operacao que satisfaca
esse critério é denominado seguro e a formulagao do problema é dita satisfazer
restri¢oes de segquranga.

O modelo de FPO linearizado, apresentado na secdo anterior, pode ser
estendido de forma a considerar restri¢coes de seguranca através da introdugao
de restricoes adicionais que modelem o desligamento de um ou mais circuitos
da rede. No caso de contingéncias associadas a geradores, esse procedimento
nao é necessario pois é suficiente alterar os limites operativos dos mesmos.

A inclusdo de uma restri¢ao para cada circuito da rede tornaria a dimen-
sao do prolema muito elevada. Além disso, em aplicagoes praticas observa-
se que, em geral, apenas um pequeno conjunto de ramos da rede apresenta
violagdoes em seu carregamento, para uma determinada contingéncia. Por
esta razao, o procedimento normalmente adotado é resolver o FPO sem a
consideragao de contingéncias e depois realizar uma anélise de contingén-
cias, na qual a retirada de cada circuito da rede é simulada. A partir dessa
anélise, sdo identificados os ramos em sobregarga e as restri¢oes de seguranga
sao adicionadas apenas para esses ramos.
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Para uma contingéncia no ramo rs da rede, com uma correspondente
sobrecarga no ramo km, as restri¢coes a serem adiciondas ao FPO sao:

—Nfem” < Sim <0 (5.21)

onde f7 & o fluxo pdés-contingéncia e n > 1 ¢ um fator determinando a
sobrecarga admissivel durante a contingéncia no ramo km, respectivamente.

As restri¢oes representadas em 5.21 podem ser colocadas na forma das
restricoes dadas em 5.13 e 5.14, como a seguir:

1
— (O — ) + ¢kDm,rs — (Or = 05) + Skmps = nfim” (5.22)
Tkm Lrs
0 < Skm,rs < 2,,7fmaac (523)

onde qkam s € 0 fator de distribuicao para desligamento de ramo definido em
4.39.

Exemplo 5.3 Suponha que no exemplo 5.1 seja considerada uma contingén-
cia no ramo 2-3, a qual produz uma varia¢do na reatincia desse ramo do valor
0.05 pu para 0.20 pu, como resultado do desligamento de alguns circuitos em
paralelo. Nesta nova configuracio, o fluzo de poténcia na rede é dado na
figura 5.2(a). Observe nessa figura que, para essa contingéncia, ocorre uma
sobrecarga no ramo 1-3.

1 2
SIOMW 10 MW

P

|
43,450 150 MW g 31,54 MW
55&\ /QC;F 33,@\ %1541 ¥
: .LVIJ
30 20 MW

(a) (b)

Figura 5.2: Solucao do problema do Exemplo 5.3.

Para esta contingéncia, o fator de distribuicao para desligamento de ramo

¢ dado por:
Afis 55,56 — 38,46

Neste caso, o problema de FPO linearizado, incorporando a restri¢ao no fluzo
da linha 1-3, adotando n =1, € formulado como:

=0,4116

Minimizar z = 80FPg, + 100 g,
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Sujeito a
22,5 —10,0 —12,5 | [ 6, Pq, 0
—10,0 30,0 —20,0 Oy | — | Pg, | = 0
-12,5 —20,0 32,5 03 0 —0,80
0 < Pg £ 0,50
0 < Pg, £ 0,50
1
61— 06 = 1
0. 10( 1—02)  +s12 0,10
1
61— 06 =
0,08( 1—03)  +s13 0,50
1
0.05 (03 —03) +s23 = 0,50
1
0.08 (91 — 493) +0,4116 x 0.05 (492 — 93) + 813,23 = 0,50 (*)
0 S 5192 S 0,20
0 S 513 S 1,00
0 S 593 S 1,00
0 < si323 < 1,00 (%)
61 =0

onde (*) indica as duas restrigoes adicionadas em rela¢ao a formulagdo apre-
sentada no exemplo 5.1.

5.6 Método de Dommel & Tinney

O método de Dommel & Tinney foi um dos primeiros métodos propostos
para a solu¢ao do FPO [11]|. Atualmente esse método tem apenas um valor
didatico pois, nos ultimos anos, foram propostos métodos que apresentam de-
sempenho computacional e algoritmico bastante superiores ao método citado.
Entretanto, o método de Dommel & Tinney continua apresentando interesse
do ponto de vista didatico pela sua simplicidade e desenvolvimento intuitivo.

5.6.1 FPO sem Restricoes de Desigualdade

De acordo com a formulagao geral do problema de FPO apresentada em (5.1)
a (5.3), o problema sem restri¢oes de desigualdade é dado por:

min f(x,u) (5.24)
s.a gx,u) = 0 (5.25)
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Nesta formulacao, os conjuntos de equagoes definindo as restrigdes de igual-
dade em (5.25) sao

Qp: Todas as barras da rede exceto a barra flutuante;
Qq: Barras de carga.

Para o problema acima, a fungao Lagrangeana é definida por:
L(Xa u, >‘) = f(X7 u) + )‘Tg(xa u) (526)

A condicao necessaria para que um ponto seja solugdo do problema definido
em (5.24) e (5.25), como mostrado no Apéndice B, subsecao B.3.2, é

oL of [og]",
% = Bx + [a—x] A=0 (5.27)
oL of [oglt.,
e = o T [8_11] A=0 (5.28)
oL
O g(x,u) =0 (5.29)
De (5.27), obtemos:
-1
B og|"\  of
[ { {8_)(} } o (5.30)

a qual, subsituida em (5.28), produz:

Vaf(x,u) = g—ﬁ = %—{g—ir{{%r}_l% (5.31)

o qual é conhecido como o Gradiente Reduzido de f(x,u) em relacao as va-
riaveis de controle (u). Esse vetor indica a dire¢ao oposta aquela na qual as
varidveis de controle deverao ser alteradas para diminuir o valor da funcao
objetivo. Essa alteracao nas varidveis de controle provoca uma correspon-
dente alteragdo nas variaveis de estado (x) determinada por (5.29).

A partir de (5.29) e (5.31), podemos estabelecer o algoritmo abaixo o
qual é similar ao algoritmo do Método do Gradiente visto no Apéndice B.



COPPE/UFRJ 85

Algoritmo de Dommel & Tinney

Inicialize o contador: £k =0
Atribua valor inicial as variaveis de controle: u’
Faga enquanto ||V, f(x*,u¥)|| > €
Resolva o fluxo de poténcia pelo método de Newton-
Raphson para u* obtendo como solucdo x*
Calcule Vf(x*, u®)
Calcule Au* = —akV,, f(x*,u")
Calcule u*t! = u* + Au*
Atualize o contador: k =k + 1
Fim faga

O valor do passo a* no algoritmo acima pode ser estabelecido por um

processo de minimizacao de f(x,u) na dire¢ao contraria a V, f(x,u) ou por
procedimentos heuristicos.

5.6.2 Restricoes de desigualdade nas variaveis de controle

Restrigoes de desigualdade nas varidveis de controle, representando limites
operativos dos dispositivos responséaveis por agoes de controle, podem ser
facilmente introduzidas no algoritmo apresentado na secao anterior. No
passo k do algoritmo, as varidveis de controle sdo atualizadas de acordo
com a seguinte logica:

u;-”‘“” se uz + Auz > u;-”‘“”
ug‘f“ = ui’”” se ui + Auj <u"" (5.32)
uy + Au? em caso contrario.

No caso de uma das varidveis de controle atingir um dos limites em um
dos passos do algoritmo, essa varidvel deve continuar a ser atualizada nos
proximos passos do algoritmo pois pode acontecer da mesma deixar de violar
seu respectivo limite.

5.6.3 Restricoes de desigualdade funcionais e nas variaveis
de estado

A técnica descrita na secdo anterior, para o tratamento de restricoes de
desigualdade em varidveis de controle, ndao se aplica ao caso desse tipo de
restricoes na variaveis de estado ou restrigoes funcionais. Neste caso, a vio-
lacao da restricao somente é detectada apos a solucao do fluxo de poténcia e
sua correcao exige uma nova atualizacao das variaveis de controle utilizando
alguma técnica de sensibilidade, seguida de nova solucao do fluxo de potén-
cia. Varias técnicas de tratamento de restrigcoes de desigualdade podem ser
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empregadas neste caso. Dentre as citadas em [11], encontram-se técnicas
de programagao linear, troca de varidveis e método das penalidades. Esta
ultima é a recomendada em [11] por sua simplicidade e eficiéncia computa-
cional.

Como descrito no Apéndice B, subsecao B.5.1, o método das penalidades
(exteriores) consiste em se adicionar termos a funcao objetivo correspon-
dentes a violacoes de restricoes. No caso de restricoes nas varidveis depen-
dentes (x), temos:

F(xFub) = f(xk,uk)—i—ip:wi pi(xF, u®) (5.33)
i=1

onde w; é uma ponderacao e p; é definida, por exemplo, como

(:cf — :czmm)2 se :cf < :czmm
pi(x") = (2F —ae)? se ok > giper (5.34)
0 em caso contrario.

Para as restri¢oes funcionais, a fun¢ao penalidade assume a forma

(5.35)

Exemplo 5.4 Para o sistema da figura abaizo, obtenha a solugcdao do prob-
lema de FPO pelo método de Dommel & Tinney, considerando como objetivo
a minimizag¢ao do custo de operacao e as restrigoes impostas pelos limites
maximos e minimos na capacidade dos geradores. Assuma conhecidas as
tensdes terminais dos geradores e da barra de carga.

1 2
| |
- -0
3
Pp

Dados:
Custos de geragio: C1(P)) = aPf e Co(P2) = aP};
Carga: Pp;

Pardameros das linhas.

A solugdao do problema pode ser obtida nos sequintes passos:
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1. Formulag¢ao do Problema:

Considerando apenas o fluro de poténcia ativa®, as varidveis do pro-

blema sao
u:[PQ} e x:[%]

A funcgao objetivo é definida como
F(6,05, Py) = a1 [Py(0,05)] + asP3
onde
P1(62,03) = G11 + Giacos 0y — Biasen Oy + Gi3 cos 03 — Byssen s
As restrigoes de igualdade sao dadas por

91(92, 93,P2) = PQ — G22 — G21 COS 092 — Bgl senc92 — G23 COSs (92 — 093) +

— 323 sen (92 — 03) =0 (5.36)
gg(@g, 03, PQ) = —PD — G33 — G31 COS 93 — B31 sen 93 — G32 COS (93 - 02) +
— ng sen (93 — 02) =0 (5.37)

e as de desigualdade por

Py(09,05) — P
—P1(92, 93) + lezn
P, — P

— P, + pyin

VAN VAN VAR VAN
o o o o

2. Gradiente Reduzido:
O gradiente reduzido em relagdo a varidvel de controle Py é dado por

onde
) d
og a_g; a_g; ) og a_% B 1
ox | 992 992 |’ ou | 222 | |
90> 003 Py
of OP;
ﬁ_[_]_r_] of O _yop,
i) P, ’ - -
ox 8_6]'; 20091 du 0P,

*As tensdes nas trés barras sio consideradas iguais a 1.0 pu e a barra 1 como barra
flutuante.
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Portanto,
g1 9g2 171 20, 221
805 D0 156,
vaf(‘927937P2) = 209P — [ 1 0 } o 5 op
991 992 20, 281
05 963 1563

3. Solugao pelo Método de Dommel & Tinney
A solugcio do problema, usando o algoritmo de Dommel € Tinney,
consiste em resolver o sistema de equagoes definido em (5.36) e (5.37)
para um valor inicial de Py, ou seja, resolver um problema de fluzo de
poténcia considerando apenas a parte ativa, e aplicar uma correcao em
P, usando a diregao contriria a NV, f(x,u) como dire¢ao de busca. Esse
processo ¢ repetido até que um critério de convergéncia seja alcangado.
Caso alguma restricao de desigualdade seja violada durante o processo
iterativo, fungoes penalidades correspondentes a essas violagoes devem
ser adicionadas & fungao objetivo, o que produzird alteragcoes nos ter-

of , 9f
mos g € -

5.7 Meétodo de Newton

O método de Newton, para solu¢ao do FPO [10], baseia-se na técnica do Con-
junto Ativo para o tratamento de restri¢oes de desigualdade, como definido
no Apéndice B, subsecao B.3.3. Supondo conhecido o conjunto de restrigoes
de desigualdade ativas na solugdo, o problema pode ser transformado em um
problema contendo apenas restricoes de igualdade. A determinacao do con-
junto ativo é um problema complexo para o qual existem véarias estratégias
de solucao. Uma delas serd apresentada a seguir.

No método de Newton nao é necessario uma divisao das variaveis do prob-
lema em varidveis independentes (ou de controle) e varidveis dependentes,
como no caso do método de Dommel & Tinney. Tampouco utiliza-se um
subsistema das equacdes de injecao de poténcia ativa e reativa como res-
tricoes de igualdade. Portanto, na formulacao desse método, as varidveis
do problema serao representadas por um tunico vetor (z) e o conjunto com-
pleto de equacoes de injecao de poténcia em todas as barras do sistema sera
representado, genericamente, por g(z) = 0.

5.7.1 Formulacao Basica

Supondo conhecido o conjunto de restrigoes de desigualdade ativo na solucao,
o problema de FPO pode ser formulado como

mzin f(z) (5.38)
s.a g(z)=0 (5.39)
h,(z) =0 (5.40)
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onde h,: IR™™™ — IR® representa as a restricoes de desigualdade ativas.
Para o problema acima, a fungdo Lagrangeana é definida por

Lz Ap) = f(z)+7\g(z) + 1 h(2) (5.41)

A condicao necessaria para que um ponto seja solucao do problema defi-
nido em (5.38) a (5.40) é

oL of [og]" oh, 1"

o a—+[a—} ”bz} n=0 (542)
oL

oL

3 = ha(z) = 0 (5.44)

As equagoes (5.42) a (5.44) constituem um sistema de equagoes nao-li-
neares, o qual representaremos de forma compacta por

¢(y) =0 (5.45)
ondey = [zI AT pT]7.
O sistema de equagoes (5.45) pode ser resolvido pelo método de Newton-
Raphson através do seguinte processo iterativo

vyl =yF L AyF k=0,1,2, ... (5.46)

onde Ay* é obtido resolvendo-se o sistema de equacoes lineares

92 L(zk Nk pk og(z* T Oh, (zF T
(8z2 = [ ga(z )} { (9(2 )} Azk
og (Zk) 0 0 A)\k =
Bhaazzk A/Lk
Sho(’) 0 0
zF 21T o2k T
_<9fa(Z ) [3ggz )} 2\ {3ha(z )} 'uk
—g(z") (5.47)
_ha(zk)
onde
PLE N ) ) [oe@)] e, [9ha@)]"
0z2 - 0z2 0z2 0z?

5.7.2 Selecao do Conjunto de Restricoes Ativas

Nao existe uma maneira direta para determinar o conjunto ativo. Os méto-
dos utilizados para identificar esse conjunto, em geral, utilizam um processo
iterativo. Um conjunto inicial de restricoes ativas é escolhido, e entao, uma
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soluc¢ao do problema definido em (5.38)-(5.40) é obtida. Se o conjunto ativo
nao for o correto, o mesmo seré atualizado pela adicdo de novas restricoes e
retirada de restrigoes antigas nao mais consideradas ativas. O problema é,
entao, resolvido novamente.

Uma das maneiras possiveis de implementar essa estratégia, no caso do
FPO, ¢ a seguinte [10]:

1. Escolha um conjunto inicial de restri¢coes ativas. Em geral, as restrigoes
ativas na solugao do caso base (fluxo de poténcia convencional).

2. Resolva o sistema de equagoes definido em (5.45).

3. Se alguma restrigdo nao incluida no conjunto ativo for violada, in-
clua esta restricao no conjunto ativo no préximo ciclo do processo de
solucao.

4. Retire do conjunto ativo as restri¢oes representando limites superiores
(inferiores) cujos multiplicadores de Lagrange obtidos neste ciclo do
processo sejam negativos (positivos)®.

5. Volte para o passo 2.

5.8 Meétodo dos Pontos Interiores

Para solucdo do FPO pelo método dos pontos interiores, a formulacao do
problema dada por (5.1) a (5.3) serd modificada para uma forma eqiiivalente,
mais adequada para o desenvolvimento do citado método, na qual as res-
tricoes de desigualdade sao do tipo restricoes canalizadas nas variaveis. O
problema a ser resolvido passa, entdo, a ter o seguinte enunciado®

min f(z) (5.48)
s.a g(z)=0 (5.49)
1<z<u (5.50)

onde 1 e u sao vetores em IR™ definindo limites inferiores e superiores nas
varidveis de estado, varidveis de controle e varidveis de folga associadas as
restricoes funcionais’.

No desenvolvimento do método dos pontos interiores primal-dual [16, 31,

30], os seguintes passos devem ser seguidos:

*Uma justificativa para este procedimento ¢ derivada das condi¢des de Karush-Kuhn-
Tucker como apresentado em [19](capitulo 10).

5As mesmas observacdes relativas a variaveis e equagdes do fluxo de poténcia contida
na introduc¢ao ao método de Newton sao validas para o método dos pontos interiores.

T As restricdes de desigualdade funcionais, do tipo hi(z) < 0, podem ser transformadas
em restri¢oes de igualdade pela introducao de variaveis de folga, passando a ter o aspecto
seguinte: h;(z) +v; =0, v; > 0.
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1. Transformar as restri¢oes de desigualdade definidas por (5.50) em res-
tricoes de igualdade pela introdugao de variaveis de folga

z—s = 1 (5.51)
z+s, = u (5.52)
s, > 0 (5.53)
s, > 0 (5.54)

onde s; e sy sd0 vetores em IR" cujas componentes sdo as variaveis de
folga associadas as restri¢Oes canalizadas nas varidveis.

2. Transformar o problema com restrigoes de igualdade e desigualdade
(ndo negatividade de s; e sy) em uma seqiiéncia de problemas com
restrigoes de igualdade apenas, mediante a adi¢ao a funcao objetivo de
funcoes penalidades do tipo barreira logaritmica associadas a s; e s,,.
Cada problema dessa seqiiéncia, parametrizada pelo pardmetro barreira
w > 0, é definido por

min  f(z) —p Z Ins;; — p Z In s (5.55)
j=1 j=1

s,a  g(z)=0 (5.56)

z—s; =1 (5.57)

Z+s,=u (5.58)

3. Transformar cada problema da seqiiéncia definida acima em um pro-
blema sem restri¢coes usando a seguinte fungdo Lagrangeana

m m
L(Zv)‘aﬂlv’ﬂu’slasu) = f(Z) - MZIHS[]' - ,U'Zlnsu] + ATg(Z) +
j=1 j=1

+7f(z—s; = 1) + 7L (z +s, —u) (5.59)

onde A, 7 e m, sdo vetores de multiplicadores de Lagrange associados
as restrigoes de igualdade (varidveis duais).

A fungao Lagrangeana definida em (5.59) tem um ponto estacionario
satisfazendo as seguintes condigoes

L
g—z = Vf(z)+\'Vgz) +m+m,=0 (5.60)
oL
o = 8@=0 (5.61)
o _ o, g 1=0 (5.62)
om
OL s —u=0 (5.63)

oy
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oL

98 —uS;jle—m=0 & —pe=Sm (5.64)
OL
s = ,uS;le +7m, =0 & ue = S,m (5.65)

onde S; e S,, sao matrizes diagonais cujos elementos sao as componentes de
S; € Sy, respectivamente, e e é um vetor com todos os elementos iguais a 1.

O sistema de equagoes definido por (5.60) a (5.65) pode ser resolvido
pelo método de Newton. Neste caso, o sistema de equacoes lineares a ser
resolvido em cada iteracao é dado por

[VQf(z) + )\TVQg(z)} Az + Vg(z)AN+ Am+ Am, =t (5.66

(5.66)

Vg(z)Az = —g(z) (5.67)

—HlASl — SZAT('l = —(,ue - Slﬂ'l) (568)

—II,As,, — sy Amy, = — (e + sy my,) (5.69)

AZ—ASl = —(Z—Sl —1) (570)

Az — As, = —(z+s, —u) (5.71)

onde

t=-Vf(z) - \'Vg(z) — m — T, (5.72)

e 11;, 11, sao matrizes diagonais cujos elementos sdo os componentes de 7 e
Ty, Tespectivamente.

Assumindo que serd mantida a viabilidade das aproximacoes da solucao
durante o processo iterativo, isto ¢, as parcelas (z —s; — 1) e (z + s, — u) sdo
nulas, de (5.70) e (5.71), obtem-se

Asf = AZF (5.73)
Ast = —AZF (5.74)
Substituindo essas equagoes (5.68) e (5.69), obtem-se
Am = —S;'(ne —Sym — I Az) (5.75)
Am, = —S;'(ue —S,m, —I,Az) (5.76)

Portanto, os acréscimos Asf, AsF, Awlk, e AnF podem ser expressos em
funcio de Az* e AN, Desta forma, o sistema de equacoes (5.66) a (5.66)
pode ser reescrito como

_JT 7k k
| oo ) B

= V2f(2F) + NV2g(2F) + Sl_lm - S;lwp
J = Vg(z")

onde
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Uma vez calculados Az* e AN, os acréscimos nas demais variaveis podem
ser obtidos a partir de (5.73) a (5.76).
Apos a solugao de (5.77), uma nova aproximagao das variaveis é calculada

por

2t = 2" 4 a,AZ” (5.78)
MNAL = \F L g ANF (5.79)
7T2k+1 = 7F + agAr” (5.80)
il = ak 4 agAnk (5.81)
f“ = s+ a,As) (5.82)
shtl = s 1 a,Ask (5.83)

onde «,, e ag sdo escolhidos de maneira a preservar a viabilidade (satisfacao
das restricoes) da solugao. Isto é alcancado escolhendo-se a, e aq de acordo

com [16]
Suj
a, = min{l,o( min , m 5.84
p { ( Asij=o ’Asl]’ Asyjs0 \Asu] |)} ( )
ag = min{l, U( min — min —% N} (5.85)

7le>0 ’A'/T[]‘ Aﬂ'uj>0 ’A'/Tu]

onde 0 < 0 < 1. E possivel, também, implementar o método com ap = ag.
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Problemas

1. Apresente uma representacao geométrica (curvas de nivel) para os
seguintes problemas de otimizacao. Se possivel, indique a solugao des-
ses problemas.

min f(x) = 3z — 29 min f(x) = % + x5+ 229
S. a 201 + 10 > 2 S. a x%—l—x%—élx'l:()
1+ 3x9 >3 201 +19—22>0
19 < 4 1 >0
x1 20 x9 >0
zo >0
2. Usando as condi¢oes de Karush-Kuhn-Tucker, encontre o(s) valor(es)
de (3 para os quais o ponto z* = [1 2]T serd a solucdo do problema
abaixo

max f(x) = 2z, + fxo
s.a xf+a5-5<0
$1—$2—2§0

3. O diagrama da figura abaixo representa o equivalente de dois sistemas
interligados onde o atendimento & carga no sistema 2 pode ser realizado
por geracao propria e importagdo de energia do sistema 1. Supondo o
valor das perdas na transmissao dado pela formula abaixo (Pp), pede-
se:

(a) Formular o problema de despacho econémico (custo minimo de
geracao) no formato padrao de um problema de Programagao
Nao-Linear;

(b) Resolver o problema formulado em (a) através do estabelecimento
das condicoes necessarias de otimalidade e solucao do respectivo
sistema de equagoes/inequacoes. Considere o caso com e sem
restrigoes de desigualdade (limites);

(c) Idéntico ao item (b), porém usando o método do Gradiente;

(d) Idéntico ao item (b), porém usando o método de Newton.

C1(Py) =250 4 5,6P1 +0,001P $/h 1 2
Cs(P2) = 350 4 6,2P, +0,002P5  $/h @ P1 I PL
Pr, = 0,0001P7 |

Pp = 300MW @__ ‘l

0 S Pl, P2 S 200MW |Z>2 PD




Capitulo 6

Avaliacao Estatica da
Estabilidade de Tensao

6.1 Introducao

Modificacoes estruturais no setor elétrico, tais como aquelas causadas pelas
privatizacoes e reestruturacao do setor, assim como a disponibilidade de
dispositivos rapidos de controle e compensacao de reativos, tém levado os
sistemas elétricos de poténcia a operar préximos a sua capacidade maxima
de transmissdao. Em decorréncia dessa pratica operativa, a estabilidade de
tensdo tornou-se aspecto importante, sendao decisivo, na determinacdo dos
limites maximos de transferéncia de poténcia entre regides, superando, em
muitos casos, aqueles impostos pela estabilidade angular [26, 18].

A estabilidade de tensao estéd associada & capacidade do sistema de potén-
cia em manter um perfil de tensdes adequado, tanto em condi¢oes normais
de operagao quanto no caso de ocorréncia de perturbacoes severas. Caso essa
condicao nao seja satisfeita, ocorrerd o fenémeno da instabilidade de tensao,
caracterizado por uma reducao progressiva e incontrolavel da magnitude da
tensao em uma ou mais barras do sistema, podendo, caso nao sejam tomadas
medidas corretivas, estender-se a regides vizinhas, resultando em um colapso
parcial ou total do sistema.

A instabilidade de tensdo esté fortemente associada & deficiéncia no su-
porte de reativos e limitacoes na capacidade de transmissao do sistema. Essa
deficiéncia se manifesta, por exemplo, em uma situacao na qual os principais
troncos de transmissao encontram-se operando préximos aos seus limites de
méxima transferéncia e as reservas de geragao de poténcia reativa nos centros
de carga estao praticamente esgotadas.

O fendmeno da instabilidade de tensao pode ser iniciado de duas maneiras:

e (randes perturbagdes no sistema provocadas, por exemplo, por curto-
circuitos, desligamentos de linhas de transmissao, etc. Neste caso,
a instabilidade de tensdo pode se manifestar imediatamente (poucos

95
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segundos) apos a perturbacao, de forma similar ao problema de ins-
tabilidade angular (instabilidade de tensdo transitéria), ou decorrido
algum tempo (varios minutos) apds a perturbacao, através da degra-
dacao lenta do perfil de tensoes (instabilidade de tensdo de médio e
longo prazos).

e Pequenas perturbacdes causadas pela variacdo normal da carga. Este
tipo de fend6meno é normalmente tratado através de uma andlise es-
tatica ou em regime permanente.

A instabilidade de tensdo transitéria € influenciada fortemente por com-
ponentes da carga com dinamica rapida (motores de indugao, por exemplo)
e dispositivos rapidos de controle de tensdao. No caso da instabilidade de
tensao de médio e longo prazos, os principais responsaveis pelo fenémeno
sao os transformadores com comutagao automéatica de tap sob carga (LTC),
os limitadores de sobrexcitagdo dos geradores (OEL), e outros dispositivos
de controle lentos.

Os métodos de avaliacao da estabilidade de tensdao podem ser divididos
em duas categorias: estaticos e dindmicos. Os métodos estaticos baseiam-se
na andlise de sistemas de equagdes algébricas obtidas a partir do modelo
de fluxo de poténcia em sua versao convencional ou modificada. Os méto-
dos dinamicos, em geral, baseiam-se em solugdes no tempo de sistemas de
equagoes diferenciais e algébricas representando o desempenho dinamico dos
componentes do sistema. Embora o fenémeno da instabilidade de tensao seja
essencialmente dindmico, os métodos estaticos sdo importantes pela sua efi-
ciéncia computacional e pelas informacoes que produzem com relacao a sen-
sibilidades, graus de instabilidade e margens de estabilidade. Os métodos de
simulagdo, por sua vez, reproduzem de forma mais precisa o comportamento
do sistema e sao a tnica forma de se determinar a cronologia dos eventos
que, eventualmente, conduzem a uma situacao de instabilidade.

Os métodos dindmicos sao indispensaveis no estudo da instabilidade de
tensao transitéria pois somente com esse tipo de método é possivel represen-
tar, de forma precisa, o comportamento dos componentes do sistema com
resposta rapida. Os métodos estaticos sao adequados para os estudos rela-
cionados a instabilidade causada por pequenas perturbacoes, nos quais o
objetivo principal é a determinacao dos limites méaximos de transferéncia
de poténcia e reforcos no suporte de reativos visando aumentar esses limi-
tes. A instabilidade de tensdo de médio e longo prazos deve ser estudada
por métodos dinamicos, devido & necessidade da representagao da cronologia
dos eventos, porém nao exige, necessariamente, uma representacao precisa
dos efeitos transitorios mais rapidos. Métodos baseados em modelos simpli-
ficados da din&mica do sistema, levando em consideracao apenas os aspectos
relevantes a avaliacdo da estabilidade de tensao, tém sido utilizados com
sucesso nesse tipo de estudo [9].
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6.2 Caracteristicas P-V e P-Q

Um forma usual de se introduzir os conceitos basicos associados & avaliagao
estatica da estabilidade de tensao é através da andlise das caracteristicas P-V
e P-Q de um sistema radial simples como aquele mostrado na Figura 6.1.

ZtZCM P+]Q
——{

1

Cj E/0° V26 H Zol o

Figura 6.1: Sistema radial simples

A corrente no circuito da Figura 6.1 é dada por

E/0°
= (6.1)
Zila+ Z Lo
ou
. E/0°
I= 0 (6.2)
Zi(cosa + gsen ) + Zo(cos ¢ + gsen @)
de onde se obtem a magnitude da corrente
E
1= 7 (6.3)
[(Zicosa + Z.cos p)? + (Zysena + Z,sen ¢)?]
Definindo,
Ze
== 6.4
K= (6.4)
vem
E
I= 6.5
77 (6.5)
onde
p=1+r*+2kcos (a — ¢) (6.6)
A tens@o na carga é dada por
EZ
V=2I= - (6.7)
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ou ainda
kB
V=— (6.8)
VP
As poténcias ativa e reativa fornecidas a carga valem
P=VIcos¢p e @Q=VIseno (6.9)
as quais, mediante a substituicao de (6.5) e (6.8), produzem
kE? cos ¢ kE? sen ¢
Zp Zip (6.10)

Os valores da corrente, tensao na carga, poténcia ativa e reativa podem,
ainda, ser normalizados pela corrente de curto-circuito (I.. = F/Z;), tensao
da fonte (E) e poténcia maxima transferida (Pp.. = E?/27;), como a seguir

r 1 vV

Ie p '’ E
P 2rkcos¢ Q  2rsen¢

Pma;r P ’ Pmaa: 1%

(6.11)

Sil=

(6.12)

Assumindo os valores tan o = 10 e cos ¢ = 0.95 (atrasado) para o circuito
da Figura 6.1, obtem-se as curvas mostradas na Figura 6.2. As curvas de
poténcia ativa e reativa podem, ainda, ser normalizadas com relacdo & méaxi-
ma poténcia ativa encontrada na caracteristica, isto €, P/Py,qz, resultando
nas curvas mostradas na Figura 6.3.

Das Figuras 6.2 e 6.3, pode-se observar que as poténcias maximas trans-
feridas a carga ocorrem quando xk = 1 (Z; = Z.). Para valores de k >
1 (Z. > Z;), as poténcias transferidas aumentam com a elevagao da carga
(reducdo de Z.). Por outro lado, para k < 1 (Z. < Z;), a elevacdo da
carga produz uma redugdo nas poténcias transferidas. A segunda hipotese
é, claramente, uma situacao instavel.

Duas curvas caracteristicas muito importantes no estudo da estabilidade
de tensao sao as caracteristicas P-V e P-Q. A caracteristica P-V relaciona a
tensao na barra de carga (V/E) com o valor da poténcia ativa consumida pela
carga (P/Ppqz), para diferentes valores de k. Essa curva pode ser obtida da
Figura 6.3 para pares de valores da tensao e poténcia ativa.

Para o circuito simples analisado nesta secdo, a caracteritica P-V é dada
na Figura 6.4. Nessa figura o limite de transferéncia de poténcia (ponto
critico), correspondente a tensao de 0,6 pu, determina a condi¢do limite
de estabilidade de tensao. A parte superior da caracteristica P-V mostra
que o aumento da poténcia ativa transferida a carga causa uma reducao na
tensdo. Por outro lado, na parte inferior da curva ocorre o efeito contrario,
caracterizando uma situacdo de instabilidade.
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1K

Figura 6.2: Caracteristicas da corrente, da tensao e das poténcias em fungao
da carga.

1K

Figura 6.3: Caracteristicas da corrente, da tensao e das poténcias em fungao
da carga (com nova normalizagao).



100 Anaélise de Redes Elétricas

VIE

P/Pmax*

Figura 6.4: Caracteristica P-V.

A caracteristica Q-V do circuito analisado nesta se¢ao, correpondente a
condicao de carga ativa P/P,., = 0,67, ¢ dada na Figura 6.5. Nessa figura,
a poténcia reativa ) correponde a poténcia entregue a carga, ou seja, é o
valor negativo da poténcia reativa consumida pela carga. Para condicoes de
operagao na parte a esquerda da carcteristica Q-V, um aumento da poténcia
reativa injetada na barra produz redugao da tensdo. Essa regido corresponde,
portanto, a condicoes instaveis de operacao.

A Figura 6.6 mostra a influéncia da falha de um componente (contingén-
cia) do sistema de transmissdo na caracteristica P-V. Supondo que Z; re-
presenta a impedancia equivalente do sistema de transmissao que conecta
a geragao a carga, o desligamento de um componente desse sistema tem o
efeito de aumentar o valor de Z;. Esse fato ocasiona uma reducgdo no limite
de transferéncia de poténcia como mostrado pela curva P-V para a situagao
poés-contingéncia.

Os modelo das cargas tém uma influéncia importante na avaliacao da
estabilidade de tensao. Para ilustrar essa influéncia, suponha que no exemplo
desta secao a carga ativa seja representada por parcelas do tipo impedéancia

constante e poténcia constante, ou seja, a carga ativa ¢ dada por
P =Py(a+bV? (6.13)

Suponha trés situagoes particulares tipicas de representacao de cargas em
sistemas reais:

e Carga Tipo 1: a =0.25e b= 0.75;

e Carga Tipo 2: a =0.75 e b = 0.25;
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0,5

0.4 -

0.3 + P/Pmax = 0,676

0,2 +

Q/Pmax

1
02 +
0,3+

VIE

Figura 6.5: Caracteristica Q-V.

09 +
0.8 +
0,7 1

06 |

V/E

05 +
pés-defeito
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0,3 1
024
01+
0 + + + ¥ : ¢ 4
- N (¢ < n © ~ © . -
o o o o o o o o o
P/Pmax*

Figura 6.6: Caracteristicas P-V para as condigdes normal e po6s-defeito.
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Figura 6.7: Caracteristicas das cargas.

e Carga Tipo 3: a=1.00e b= 0.

As caracteristicas P-V desses trés modelos de carga sao mostradas na Figura
6.7.

A interagdo dos modelos de carga acima descritos com o sistema de trans-
missao é mostrada na Figura 6.8. Nessa figura pode-se observar que para a
carga do tipo 3 (poténcia constante), o sistema opera em condigoes limites
quando se considera o regime normal de operagdo (ponto a) e apresenta-
se instavel para a condigdo operativa pos-contingéncia (nao hé intersecao
entre as caracteristicas da carga e da configuragdo pos-contingéncia). Por
outro lado, se o sistema estiver operando com uma carga do tipo 2, o mesmo
apresenta-se estével para a condi¢do normal (ponto b) e condicdo limite de
operacao para a condigdo pos-contingéncia (ponto ¢). Finalmente, para uma
carga do tipo 1, o sistema apresenta-se estavel tanto para a condi¢ao normal
(ponto d) quanto na configuragdo pos-contingéncia (ponto e), estando mais
proximo, entretanto, do ponto de colapso nessa tultima configuragao.

A Figura 6.9 mostra a influéncia do fator de poténcia da carga na ca-
racteristica P-V. Dessa figura pode-se concluir que quanto mais elevado é
o fator de poténcia, maior serd o limite de poténcia que pode ser trans-
ferido do gerador & carga e mais elevado serd a tensdo correspondente ao
ponto critico. Portanto, o colapso de tensao pode acontecer com magni-
tudes de tensao consideradas normais (> 0,95 pu) quando as barras de carga
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VIE

P/Pm ax*

Figura 6.8: Caracteristica composta carga/sistema de transmissao.

apresentarem fatores de poténcia elevados, ou até adiantados, devido, por
exemplo, a utilizacdo de capacitores shunt para compensacao reativa.

No caso de redes com miltiplos geradores e cargas, as caracteristicas P-
V e Q-V podem ser obtidas resolvendo-se uma seqiiencia de casos de fluxo
de poténcia para crescentes niveis de carga. A partir dos resultados desses
casos de fluxo de poténcia, pode-se construir as curvas P-V e Q-V para as
barras de carga do sistema e determinar a aproximagao do ponto de méxima
transferéncia de poténcia. Esse ponto é determinado pela primeira curva que
atingir o ponto critico e a barra correspondente a essa curva é denomininada
barra critica.

6.3 Analise de Sensibilidade Q-V e P-V

Conclusoes importante relativas & estabilidade de tensdao de um sistema de
poténcia podem ser obtidas a partir de uma anélise de sensibilidade das
variagoes nos médulos das tensoes nas barras de carga em relagao as variagoes
nas injecoes de poténcia ativa e reativa. Essa andlise pode ser relizada a
partir do modelo linearizado das equacoes do fluxo de poténcia vistas no
Capitulo 3 (equagao 3.39) e reproduzidas a seguir com a notagao ligeiramente
modificada
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VIE

PIPmax*

Figura 6.9: Caracteristicas P-V para diversos fatores de poténcia da carga.

AP | [ Jpg Jpv Af
[ AQ 1 = [ Joo Jov || AV (6.14)
onde Jpg, Jpy, Jgg e Jov sao submatizes do Jacobiano.

Supondo, inicialmente, AP = 0, ou seja, que existe somente variagoes na
demanda de poténcia reativa (AQ # 0), temos

0 =JppAb + Ipy AV (615)
AQ = JQQAG + JQ\/AV (616)
de onde obtemos
AQ = [Jgv — Jged pgd pv]AV (6.17)
ou
AQ = JppAV (6.18)
Jro = Jov —Jgedppdpv (6.19)

onde Jgrg & Matriz de Sensibilidade Q-V.
Analogamente, pode-se supor AQ = 0, ou seja, que existe somente va-
riagoes na demanda de poténcia ativa (AP # 0), e obter

AP = [Jpy — Ippd gpdqv]AV (6.20)
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ou

AP = JppAV (6.21)
Jrp = Jpv —JIpededov (6.22)

onde Jrp é a Matriz de Sensibilidade P-V.

As matrizes Jrg e Jrp podem ser vistas como equivalentes multidimen-
sionais das inclinagoes das curvas Q-V e P-V, respectivamente, no ponto
de operacao considerado. Outra propriedade importante dessas matrizes é
que elas se tornam singulares, assim como a matriz Jacobiano na equagao
(6.14), quando o sistema atinge o seu limite de méaximo carregamento (ponto
critico).

6.4 Analise Modal

A Matriz de Sensibilidade Q-V pode ser decomposta na forma

Jrg = UA\W (6.23)
onde A = [Aq, Ag, - -+, A,] € matriz diagonal dos autovalores de J g, enquanto
que W = [wi,wa,---,w,]T e U= [ug,uy, ---,u,] sio, respectivamente, as

matrizes dos seus autovetores a esquerda e & direita.
Como é sempre possivel normalizar os autovetores de forma que U™ =
W, substitutindo (6.23) em (6.18) e invertendo, temos

AV = UAT'WAQ (6.24)

ou
T
7

av=y ¥
i=1 Ai

AQ=) —A 6.25
Q ; 5 AQ (6.25)
onde P; é definida como a matriz dos Fatores de Participacao associados ao
a0 7-ésimo modo (\;).
De (6.24), obtem-se

WAV = A"'WAQ (6.26)
ou
v=Alq (6.27)
com
v=WAV; q=WAQ (6.28)

onde v e q sao, respectivamente, os vetores de variacao modal da tensao e
da poténcia reativa.
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Para o #-ésimo modo, temos

1
v; = )\_Z-Qi (6.29)
SeR(A;) >0,7=1,---,n, os i-ésimos componentes dos vetores da tensao

modal e da poténcia reativa modal estarao na mesma direcao, indicando que
o sistema é estdvel. Em caso contrario, se para algum i, ®(\;) < 0, o sistema
é instdvel. O ponto critico é caracterizado por algum $(A;) = 0 pois, nesse
caso, qualquer variacdo na injecdo de poténcia reativa causa uma variacao
infinita na tensao.

A matriz de sensibilidade Q-V apresenta, para os sistemas de poténcia
reais, um alto grau de simetria, fazendo com que os seus autovalores e au-
tovetores sejam, em geral, reais.

6.5 Fluxo de Poténcia Continuado

Os métodos convencionais de solugao do problema de fluxo de poténcia, tais
como os métodos de Newton-Raphson e Desacoplado Rapido descritos ante-
riormente, em sua formulagdo béasica, apresentam dificuldades de convergén-
cia quando o sistema de transmissao aproxima-se de um ponto de maxima
transferéncia de poténcia (ponto critico). Em muitas situagoes, por exemplo
na analise de estabilidade de tensdo, pode se tornar necesséirio a obtencao
de solucdes do fluxo de poténcia muito proximas ao ponto critico ou mesmo
além do ponto critico, ou seja, na parte inferior da curva P-V.

Existem varios métodos para resolver o problema descrito acima. Entre
os mais conhecidos encontra-se o chamado Fluxo de Poténcia Continuado
(Continuation Power Flow) descrito em [1], [6] e [18, pp. 1012-1018]. Este
método é capaz de produzir uma sequéncia de solugoes do problema de fluxo
de poténcia para um dado cenério de variagao de carga. O método utiliza um
esquema de previsao-correcdo para encontrar uma trajetéria de solugoes do
sistema de equacoes definindo o problema de fluxo de poténcia, reformulado
para incluir um parametro representando a variagdo da carga. A idéia bésica
do método é ilustrado na Figura 6.10.

6.5.1 Reformulacao das Equacoes do Fluxo de Poténcia

A variac@o da carga ativa e reativa nas barras do sistema é representada pela
variagdo de um tunico parametro A\ da forma seguinte:

Py = P+ X[ S cosyy] (6.30)
Qur = QU+ X[y S seniy] (6.31)

onde

PLOk_, Q%k: carga ativa e reativa inicial na barra k;
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V(pu)

Previsdo *\ Correcdo

Ponto Critico ———— »

P(MW)

Figura 6.10: Ilustracao do esquema de previsao-correcao do Fluxo de Potén-
cia Continuado

vg: fator de variagdo da carga na barra k;

s fator de variacao do fator de poténcia na barra k;

S: valor arbitrario de poténcia aparente (MVAR) usado como referéncia para
o escalamento do pardmetro A.

Uma, versao simplificada das expressoes acima, supondo um crescimento uni-
forme da carga com fator de poténcia constante, é dada por

Pre = PYL(1+)) (6.32)
Qur = Que(1+2) (6.33)

Para acompanhar o crescimento da carga, a geragao de poténcia ativa deve
ser também ajustada de acordo com a expressao

Por = Pg(1+ B (6.34)
onde
P(O;k: geracao ativa inicial na barra k;
Ot fator de variagdo da geracao na barra k.

O Subsistema I de equagoes do fluxo de poténcia passa, entdo, a ser escrito
na forma seguinte

P2 (1+A\B) — Pl — X [k S cosir] — g, (©,V) =0, k € {PV, PQ} (6.35)
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Qlr — QLr — X [ S seniy] — g4, (©, V) =0, k € {PV,PQ}  (6.36)

onde

9 (®, V) =V, Z Vin (GrmcosOim + BrmsenOgm,)
meQy
94.(©, V) =V, Z Vi (GrmsenOym, — BimcosOkm,)

meQy,
As equagoes (6.35) e (6.36) podem ser colocadas na forma compacta
fx) = 0 (6.37)
onde x = [@TVTAT e 0 < A < Aeritico- No caso de A = 0, essas equagdes se
reduzem as equacoes usuais do fluxo de poténcia.

6.5.2 Etapa de Previsao

A partir da solucdo do caso base, uma previsao da préxima solucdo pode
ser obtida caminhando-se um certo passo na dire¢do da tangente & curva. O
vetor tangente é obtido tomando-se a diferencial total de ambos os lados de
(6.37)

of (x) of (x) of(x) ..
df (x) 5% 3TV + gy P =0 (6.38)
ou de
[F@ FV\F,\} dv | =0 (6.39)
d\
onde
of (x) _ Of(x) _ 0f(x)
=% =) B=50)

Note que a particao [Fg Fy] em (6.39) é o Jacobiano do método de Newton-
Raphson.

O sistema de equagoes (6.39) tem uma incognita a mais que o nimero
de equagbes. Para resolver esse sistema, é necessario que uma das incégnitas
tenha seu valor especificado (por exemplo, no valor +1). Esta variavel recebe
o nome de Pardmetro de Continua¢do. Neste caso, temos

de
Fo Iv I gy | 2| © (6.40)
€L d\ +1

onde
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O parametro de continuacao deve ser escolhido de maneira tal que tenha
a maior taxa de variacdo proximo a solucdo em questdo. Duas situacoes
devem ser observadas:

e Proximo ao caso base (carga normal): variagOes relativamente grandes
na carga (\) produzem pequenas varia¢oes nas componentes de © e
V. Neste caso, A deve ser escolhido como parametro de continuacao.

e Proximo ao ponto critico (carga pesada): pequenas variagoes na carga
(M) produzem grandes variagoes em algumas componentes de ® e V.
Neste caso, a componente de § ou v com maior taxa de variacdo deve
ser escolhida como paradmetro de continuagao.

Uma vez calculado o vetor tangente, a previsao da solucao é calculada
por

ert! er d®
VerL = | VP | 40| dV (6.41)
pUan AP d\

onde o define o passo a ser dado na diregdo do vetor tangente e p é o contador
de passos do processo de continuacdo. A escolha de o afeta bastante o
desempenho do método. Se o for pequeno, o niimero de passos necessérios
para se alcancar a solucao desejada é muito grande e, consequentemente, o
tempo de computagao muito elevado. Se o for demasiadamente grande, a
etapa de correcao pode nao convergir.

6.5.3 Etapa de Correcao

Nesta etapa do processo, o sistema de equagoes definido em (6.37) é aumen-
tado de uma equacao que define o valor da variavel escolhida como parametro
de continuagao na etapa de previsao. O valor atribuido a esta varidvel é igual
ao valor previsto para a mesma, de acordo com (6.41). O novo conjunto de
equagoes tem o seguinte aspecto

l £O,V.A) ] =[o] (6.42)

T — 1

onde k é o indice da variavel escolhida como parametro de continuagao e 7
é o valor calculado para esta varidvel na etapa de previsao.

O sistema de equagoes definido em (6.42) pode ser resolvido pelo método
de Newton-Raphson com uma implementacao muito semelhante ao caso do
fluxo de poténcia convencional.

Exemplo 6.1 Seja o sistema simples mostrado na Figura 6.11 onde a barra
1 € uma barra infinita (mddulo e dngulo de fase da tensao constantes).
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1 2
31.0100 | V.60
j jz | PL+5QL

Figura 6.11: Sistema para exemplo do Método de Continuagao

Variagao da carga:

P, = P14+
Qr = Qr(1+X)

2. Equagoes do fluxo de poténcia incluindo o pardmetro A

9p(0,V,)) = —PY(1+\)—VDBysenf =0
9,0,V,\) = —QY(1+\) —V?Bay + VBajcost) =0
ou
f(x) = 0

onde x = [0 V \|T.

. Vetor tangente

De (6.39), obtemos para este caso particular

afp dep
23 ] ave | =0
OX Jopvp zp d\P

Y2

4

O sistema de equacgoes acima tem 2 equagdes e 8 incdgnitas. Uma
terceira equacgdo pode ser acrescentada ao sistema fazendo-se d\ = +1.
O sinal na expressao anterior depende do fato de \ estar crescendo (+)
ou decrescendo (—). Assim, temos:

Ofp  Ofp Ofp doP 0
7 ol [0
00 oV oA » 1
0 0 1 Jyypr d\

Quando estivermos proximos ao ponto critico, devemos escolher outro
pardémetro de continuagdo. Por exemplo, V = £1. Neste caso, tere-
mos:

o, ol Ol dov 0
5, 8, & ave | = | 41
o0 oV o\

0 1 0 AP 0

0P, VP AP
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Ambos o0s casos acima podem ser escritos, de forma compacta, como

[ J'(xP) ] [dxP] = [ieﬂ

ey
onde
ek:[o 0 1} ou ek:[O 1 0}
T o) = [ J6) () |
onde

oy 9fp fp
JxP) = | BV s AW =8
90 9V lgpyp 2NV
Neste exemplo, as matrizes J(xP) e Jx(AP) sao dadas por

J(xP) = —VP By cost? —By1senf?
| =VPBgysent? —2VPBgy + BgicosHP

won=| G |

4. Etapa de Previsdo
A previsao da solucdo no passo p+ 1 € dada por

gr+1 or der
Vel = | VP | 4o | dVP
APFL NP d\?

onde o € o escalar que determina o passo a ser dado na dire¢cdo esco-

lhida.

5. Etapa de Corregao
A etapa de corregiao consiste em resolver, pelo método de Newton-
Raphson, o sistema de equagoes (6.42). Em cada iterag¢ao do processo
de solugao, o sistema linear a ser resolvido é

, 01 T hHeVN
J69 ] v =] fevi
lo 0 1] R

no caso em que o pardmetro de continuacdo escolhido é X, ou

: 01 [ £0.V.0) ]
[ 0 JEX) 0 ‘| ‘:/ = f(I(‘g’V’ )‘)
A I -V =V) |

no caso em que o pardmetro de continuacdo escolhido € V.
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Apéndice A

Sistemas de Equacoes
Algébricas Lineares

A.1 Introducao

Um dos problemas numéricos mais encontrados na andlise de sistemas mul-
tivariaveis é a solucao do conjunto de equagoes definido por

Ax=Db (A.1)

onde:

A: matriz real ou complexa (n x n)

b: vetor conhecido real ou complexo (n x 1)
x: vetor desconhecido ou procurado (n x 1)

Com excegao de problemas com dimensodes bastante reduzidas, o vol-
ume de calculo necessario para resolver o problema acima é muito elevado
para ser realizado sem a ajuda de computadores. Problemas com milhares,
e até milhoes, de equacdes sdo comuns na pratica. Portanto, a eficiéncia
computacional, em termos do niamero de operagoes aritméticas e memoria
necessarios, é fator decisivo na escolha do método de solucao.

O problema acima tera solucio sempre que A for nao-singular, isto ¢ A~
existir. Neste caso, se pelo menos uma das componentes de b for diferente
de zero a solucao serd unica e dada por

x=A"b (A.2)

Em certas situacoes, muito embora A seja nao-singular, a obtengao da
solucao do sistema é dificil devido a problemas de precisdo. Neste caso,
o sistema de equagoes (ou matriz de coeficientes) é dito mal-condicionado.
Este fato, bem como outros referidos acima, € ilustrado na figura A.1.
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i) T ]

x

(@) T 1 (©) "
Figura A.1: Exemplos de sistemas de equagdes (a) bem condicionado, (b)
sem solugao e (¢) mal condicionado

A.2 Métodos de Solucao

Os métodos numéricos de solugao de sistemas de equagoes algébricas podem
ser classificados em trés grupos:

1. Inversao Explicita: obtencao da inversa da matriz de coeficiéntes A e
multiplicacao pelo vetor b.

2. Métodos Indiretos ou Iterativos: a solugdo é obtida através de aproxi-
magoes sucessivas a partir de uma condicao inicial arbitréria.

3. Métodos Diretos: o sistema original é transformado em um sistema
equivalente de solucdo imediata através de operacoes elementares de
linha e coluna na matriz de coeficientes e vetor de termos indepen-
dentes.

A obtencao da inversa explicita de uma matriz é um processo numérico
trabalhoso, envolvendo um niimero elevado de operacdes aritméticas (~ N3
para uma matriz cheia N x N). Em sistemas de grandes dimensdes é possivel
a obtencao de resultados totalmente errados devido ao erro de arredonda-
mento. Uma desvantagem adicional desse método, importante nos problemas
de uma matriz esparsa pode resultar em uma matriz cheia.

Os métodos iterativos sao facilmente implementaveis, apresentam requi-
sitos de memoéria bastante modestos, sao praticamente insensiveis & propa-
gagao de erros de arredondamento (os estagios iterativos sdo independentes)
e, em geral, produzem a solucdo em um nimero de operagoes menor que a
inversdo explicita (~ N? para uma matriz cheia N x N). Entretanto, apre-
sentam grande desvantagem no caso de solugoes repetidas (mesma matriz de
coeficientes e diferentes vetores de termos independentes) pois exigem uma
repeticao total do processo iterativo em cada caso.

Os métodos diretos, muito embora de implementacdo mais dificil que
os métodos indiretos, apresentam a grande vantagem de produzirem, ainda
que implicitamente, a inversa da matriz de coeficientes. No caso de matrizes
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esparsas, desde que habilmente programados, esses métodos podem se tornar
tao eficientes quanto os métodos iterativos na solucao se sistemas isolados e
certamente, muito mais eficientes nas solucgoes repetidas ou quando também
se deseja a solugdo de sistemas como Alx = b, (A%)~1x = b, etc.

A.3 Meétodos Diretos

Maiores detalhes sobre os assuntos tratados nesta secao podem ser encon-
trados nas referéncias [12, 15].

A.3.1 Eliminacao de Gauss

O método Eliminacao de Gauss (EG) sera ilustrado através do seguinte sis-
tema de equagbes genérico:

a11x1 + a1awe + -+ + a1, = by
a21T1 + ax2 + - + a2 Ty = bo (A.3)

Ap1T1 + Q222 + - + AppTp = by

Assumindo que a;; # 0, pode-se transformar o sistema de equagdes como
a seguir:

anxi + apxe + -+ apx, = by
CL§12).’L’2 + 4 agln)xn = b(l)

a%)xg + -+ aggazn = bq(})

onde

(1) a1
a;; = Qi —a1j— Ab
i J 1j ay ( )
bV = b — bt (A.6)
ai

Aplicando-se o0 mesmo procedimento as n — 1 equacoes restantes, obtem-
se o seguinte sistema triangularizado':

a1T1 + appre + -+ apE, = by
affws ot afe, = b (A7)
aln M, = b5

1O sobrescrito (n) indica que o respectivo coeficiente foi submetido a n operagdes no
processo de EG.
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Para Kk = 1,...,n—1

Para ¢ = k+1,...,n
lik = g%
Para j = k+1,...,n

aij = aij — ligak;

Fim para
b; = b; — liby
Fim para
Fim para

Figura A.2: Algoritmo EG (Fase de Eliminagao)

’Para k = n,n—1...,1
T = bk
Para « = k+1,...,n
T = T — AkiZ
Fim para
Ty = )/ ay
Fim para

Figura A.3: Algoritmo EG (Fase de Substituicao)

O sistema de equagoes triangularizado dado por (A.7) pode ser facilmente
resolvido através de um processo de substituicao inversa ou retro-substiuticao
(backward substituition):

(n=1)
T _ n
T (n-1)
Ann
(n—2) (n—2)
b, — Qi Tn AS
Tn—1 = (n—2) ( . )
anfl,nfl
by —a12712 — ... — 1Ty
xr1 =
ail

O método EG, em suas duas fases (eliminacao e substitui¢ao), encontra-
se resumido nos algoritmos das Figuras A.2 e A.3.

2No segundo loop desse algoritmo, para k = n, a variavel i apresenta uma variagio
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Exemplo A.1 Suponha a solu¢do do sistema de equagoes abaizo pelo método

EG:
[ 4 -9 21 [ m 2 ]
2 4 4 xo | = | 3
-1 2 2 T3 1

Apds a fase de eliminagdo, o sistema apresenta o aspecto sequinte:

4 -9 2 1 2
0 05 3 T2 | = 2
0 0 4 3 2.5

A solugao dos sistema, obtida na fase de retrosubstituicdo, produz os valores
x1 = 0.75, xo = 0.25 e x3 = 0.625.

O sistema triangularizado acima pode ser expresso de forma compacta
como Ux = b’. As operagoes realizadas na fase de eliminagdo podem ser
sintetizadas na matriz triangular inferior

1 0 0
L= 0.5 10
—-0.25 —-05 1

Obseve que o produto LU reproduz a matriz de coeficientes do sistema ori-
ginal. Este resultado € vdlido para qualquer matriz nao singular e servird de
base para o desenvolvimento de importante método de solucdo de sistemas
de equacgdes lineares a ser apresentado na prozima se¢ao destas notas.

A.3.2 Fatoracao LU

Qualquer matriz nao-singular A pode ser decomposta no produto de duas
matrizes como a seguir

A=LU (A.9)
onde
U: matriz triangular superior;
L: matriz triangular inferior com diagonal unitéria.

Essa decomposicdo é tnica e, como mostrado no Exemplo A.1, as matrizes
fatores podem ser obtidas pelo processo de EG.
O sistema de equagoes poderé, entao, ser resolvido em duas etapas:

Ly = b (A.10)
Ux =y (A.11)

entre n + 1 e n. Evidentemente este loop nao deve ser executado. Este fato é previsto na
maioria das linguagens computacionais utilizadas na implementagdo desses algoritmos.
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A solucao dos sistemas de equacoes acima, devido a sua estrutura particular,
pode ser obtida de forma simples por processos de substituicao direta e
inversa (forward and bakward substitution).

O célculo dos elementos de L e U, a partir do processo de EG, pode
ser melhor entendido se representarmos cada passo deste processo através de
matrizes. Seja o sistema de equagoes dado em (A.3). A obten¢ao do sistema
equivalente (A.4) pode se representado pela seguintes transformagoes:

LlAX = le (A12)
onde
1
-1 1 4
L= 2 Coln=2L =920 (A.13)
: " aii
—In 1

Os passos seguintes do processo de eliminagao podem, também, ser repre-
sentados por matrizes Lo, ..., L1, com estrutura similar a de L1, ou seja,

Ux = LAx=1b (A.14)
onde

L = Ly 1Lp_o..Loly

1
1
L, = , i=1,...,n—1 (A.15)
—liy1
L _ln,i 1 i
ln = ﬂ, 1=2,..,1n
a1

De (A.14), podemos concluir que:

A

U = LA (A.16)

Multiplicando ambos os membros de (A.16) sucessivamente por L;il, L;iQ,
.., Ly', LT, obtemos (A.9)

L = itryt.nt,nt (A.17)

A obtencao dos elementos de L e U pode ser realizada pelo algoritmo da
Figura A.4 onde os elementos de U sao armazenados no tridngulo superior
de A. Observe que este algoritmo é o mesmo algoritmo usado para a EG a
menos da operacao realizada no vetor b. A solucdo dos sistema de equagoes,
seguindo os dois passos representados por (A.10) e (A.11), é realizada pelo
algoritmo da Figura A.5.
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Para £k = 1,...,n—1
Para i = k+1,...,n

. — Qik
ik Lk

Para j = k+1,...,n

aij = aij — ligag;
Fim para
Fim para
Fim para

Figura A.4: Algoritmo para Fatoracao LU

Para £k = 1,...,n
Y = by,
Parai = 1,...,k—1
Yk = Yk — lkiyi
Fimpara
Fim para
Para kK = n,n—1,...,1
LTk = Yk
Para ¢ = k+1,...,n
T = Tk — QfiTy

Fimpara
Ty = Tg/akk
Fimpara

Figura A.5:

Algoritmo para Solucao usando os fatores LU
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A.4 Ordenacao

Nas secoes anteriores, a solucao dos sistemas de equacoes pelos métodos
diretos foram efetuadas escolhendo-se como pivos os elementos da diagonal
principal das matrizes de coeficientes na ordem em que estes aparecem na
matriz dada. Esta escolha natural nao pode, em geral, ser seguida na pratica
devido as seguintes razoes:

e Possivel existéncia de elemento diagonal nulo;
e Erros de arredondamento;
e Esforco computacional elevado.

Uma escolha de pivos completamente diferente pode ser obtida observan-
do-se que a ordem referida acima como natural é func¢ao da maneira como
as equagdes e varidveis sao ordenadas, isto é, alterando-se esta ordenacao
qualquer elemento da matriz de coeficientes pode ser utilizado como pivo.
Com isto evita-se o problema de pivos nulos e pode-se otimizar o erro de
arredondamento e esforco computacional.

Um critério de escolha de pivos simples e com resultados praticos acei-
taveis, do ponto de vista do erro de arredondamento, consiste em selecionar
em cada linha ou coluna da matriz de coeficientes o elemento com maior
valor absoluto. No caso dos problemas de redes elétricas, em muiros casos,
as matrizes possuem domindncia diagonal, isto é, os elementos da diagonal
principal sdo maiores, em valor absoluto, que os elementos fora da diago-
nal. Consequentemente, escolhendo-se estes elementos como pivos assegura-
se uma boa precisdo na solugao de sistemas de equacoes. Uma vantagem
adicional desta escolha é que a simetria em estrutura é preservada.

Uma vez escolhidos os elementos da diagonal principal como pivos, resta
estabelecer qual a melhor ordem de processamento desses elementos. Quando
se utiliza o método nodal de andlise de redes, isto equivale na pratica a
uma renumeracao dos noés da rede. Esta escolha deve ser feita visando a
minimizacao do esfor¢o computacional (tempo de processamento e memoria)
necessarios a solucao do sistema de equagoes.

A.4.1 Ordenacao para Preservar a Esparsidade

No caso de matrizes de coeficientes esparsas, o tempo de processamento e
memoria necessarios para a solucao do sistema de equagoes podem ser re-
duzidos drasticamente se forem armazenados e operados somente os elemen-
tos nao nulos da matriz original e das matrizes fatores usadas nos métodos
diretos. Quanto menor for a porcentagem de elementos nao nulos nessas
matrizes, menor serd o esfor¢co computacional necessario para a solucao do
problema.
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Figura A.6: Rede exemplo

O nuamero de elementos nao nulos nas matrizes fatores depende forte-
mente do pivoteamento do sistema original. Uma ordenacao adequada podera
gerar matrizes fatores com uma porcentagem de elementos nao nulos pro-
xima & da matriz original. O inverso poderd conduzir a matrizes fatores
praticamente cheias. Para exemplificar o efeito da ordem de pivoteamento
na esparsidade das matrizes fatores, considere o exemplo da figura A.6

Na figura A.7 sao mostradas as estruturas das matrizes admitancia de
barras e suas formas triangulares obtidas através do processo de Eliminagao
de Gauss. Essas estruturas correspondem & ordem da numeracdo das bar-
ras (Y e Uy) e uma outra ordem escolhida com o objetivo de minimizar o
aparecimento de elementos nao nulos na matriz triangularizada (Y e Uz;) O
fenémeno da geracao de elementos nao nulos nas matrizes fatores em posicoes
onde existiam elementos nulos na matriz original recebe o nome de fill-in.

A.4.2 Representacao da Estrutura de Matrizes por Grafos

A estrutura das matrizes pode ser representada por grafos nos quais os nos
representam as linhas ou colunas e os ramos representam os elementos nao-
nulos fora da diagonal principal. No caso das matrizes simétricas em estru-
tura, de particular interesse na anélise de redes elétricas, os grafos possuem
apenas um ramo ligando dois nés e, em geral, ndo é necessario associar-se
uma direcao aos ramos para os estudos de ordenacgao. No caso particular das
matrizes de admitancias, o grafo representativo da estrutura da matriz coin-
cide com o grafo correspondente a rede que deu origem & matriz, excluindo-se
as ligacoes a referéncia. Na figura A.8 (a) é mostrado o grafo correspondente
a matriz de admitancias da rede mostrada na figura A.6.

No processo de Eliminacao de Gauss, a cada operacao de pivoteamento
corresponde a eliminacao de um né do grafo e a conexao entre si de todos
os nés previamente conectados ao né eliminado. O grafo assim obtido cor-
responde & parte da matriz onde ainda nao foi efetuado o processamento.
Os ramos introduzidos no grafo quando da eliminagdo de nés correspondem
aos elementos nao nulos criados no processamento dos elementos da matriz
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1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6

1] x X | X X 1| x| x| x]|x X

2| x| X X | X 2 X| o | X|X| e
Y= 3|x X X U,= 3 X| o| x| e®
4| x| x X 4 X| o] e

) X | X X 5} X | ®

6| % X 6 X

6 3 4 5 2 1 6 3 4 5 2 1

6| % X 6| % X

3 X X X 3 X X X

Y =4 X x | x U, = 4 X x | x
) X X | X ) X | X | @

2 X | X | X | X 2 X | X

1| x| x| X X | X 1 X

X : posicao dos elementos nao nulos em Y e U,
e : clementos nao-nulos introduzidos na triangularizacao de Y

Figura A.7: Exemplo do efeito da ordenagao no fill in

4| 2 4o
|
|
L |
s 3 ‘5 3 5
4 2
4 2 4 2
1 ~
6 1 —1
3 5
3 5 5
(a) (b) ()

Figura A.8:
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correspondente.

Na figura A.8 (b) e (c) sdo mostrados os dois primeiros passos do processo
de Eliminagao de Gauss aplicado ao grafo da matriz do exemplo da figura A.7
utilizando as duas ordens de eliminacao usadas na secao anterior. Os ele-
mentos nao nulos criados em cada passo do processo sao representados por
linhas tracejadas.

A.4.3 Esquemas de Ordenacao

Nos exemplos vistos nas secoes anteriores, observa-se que a criacao de ele-
mentos nao nulos no processo de Eliminacao de Gauss, e seus derivados, é
tanto maior quanto for o nimero de elementos nao nulos na linha/coluna
processada, ou caso se utilize a representacao por grafos, o nimero de ramos
conectados ao nd a ser eliminado. Assim, no exemplo da figura A.8, ao se
eliminar o n6 1 no primeiro passo do processo, sao criados cinco novos ramos
(ou elementos nao nulos na matriz), correspondentes a ligacao entre si dos
quatro nés conectados originalmente ao n6 eliminado. Contrariamente, se o
no 6 for o escolhido para o primeiro passo do processo, nenhum elemento nao
nulo sera criado pois o referido né possui somente um ramo a ele conectado.

Das observacdes acima, que embora obtidas de um exemplo particular
podem ser generalizadas para qualquer tipo de rede ou matriz, pode-se con-
cluir que uma estratégia razoavel para ordenacdo dos pivds seria escolher
inicialmente as linhas da matriz com menor nimero de elementos nao nulos.
Esta escolha produzird matrizes fatores mais esparsas que aquelas geradas
por uma ordenacao qualquer. Entretanto, ndo garante uma ordenagao 6tima,
isto é, uma ordenacao que produzird matrizes com o menor niimero possivel
de elementos nao nulos. Tal ordenacao somente pode ser alcancada se forem
analisadas todas as possiveis ordens de eliminacao e escolhida a melhor entre
elas. Isto significaria simular, sem efetivamente resolver, o processo de Elim-
inacao de Gauss para todas as possiveis combinacoes de ordem de eliminacao
do sistema de equagoes dadas. Na figura A.9 uma arvore mostrando todas as
combinagoes possiveis no caso de uma matriz 3 x 3 € mostrada. Nesta arvore
os numeros associados aos ramos correspondem as linhas/colunas proces-
sadas. O numero de combinacoes possiveis é dado por n! para uma matriz
n xn.

No caso de redes com dimensodes reais, a escolha da ordem 6tima exige
um trabalho computacional excessivamente elevado o qual elimina as vanta-
gens obtidas com a reducao maxima na criacdo de elementos nao nulos. Na
pratica, prefere-se trabalhar com uma ordenacao sub-6tima que representa
uma solu¢do de compromisso entre o esforco computacional para obter a
ordenacao e a reducdo nos requisitos computacionais para a solu¢ao propri-
amente dita do sistema de equacoes.

Para aplicagdo em problemas de andlise de redes elétricas, trés esquemas
de ordenagao sdao geralmente citados na literatura:



124 Anaélise de Redes Elétricas

2 °
3
1 o
1 L]
2
3
3 (]
4 o

Figura A.9: Arvore de decisdes no problema de ordenacio

e Esquema 1: Ordenagao em ordem crescente do ntimero de elementos
nao nulos fora da diagonal principal da matriz original.

e Esquema 2: Ordenacao tal que, em cada etapa do processo, a linha ou
coluna da matriz a ser operada é aquela que contém o menor nimero
de elementos nao nulos.

e Esquema 3: Ordenacao tal que, em cada etapa do processo, a linha
ou coluna a ser operada é aquela que introduzird o menor ntmero de
elementos nao nulos nas matrizes fatores.

O esquema 1 é chamado de uma ordenacao estética pois analisa a matriz
de coeficientes na sua forma original. Os esquemas 2 e 3 sdo classificados
como esquemas de ordenacao dindmicos pois consideram o efeito da criacao
de elementos nao nulos em cada etapa do processo. Em comparacgdo com a
busca de uma ordenacao 6tima ilustrado na figura A.9, o esquema 1 analisa
apenas o no inicial da arvore enquanto os esquemas 2 e 3 analisam as porgoes
da &rvore mostradas na figura A.10 (a) e (b), respectivamente.

Estudos de simulagdo realizados com redes reais demonstram que o es-
quema 2 é aquele que produz os melhores resultados para as redes elétricas
encontradas na pratica, quando se leva em consideracao o esforco total de
ordenacao e solucao do sistema de equacoes.

Em certas situagoes pode ser vantajoso posicionar certas linhas/colunas
da matriz nas ultimas posicoes da lista ordenada de processamento, ape-
sar desse procedimento contrariar a ordenacgao segundo o critério de criagao
minima de elementos ndo nulos. Algumas dessas situagoes sao:

e Quando sabe-se que modificagbes nos elementos da matriz original
vao ocorrer apenas em algumas linhas/colunas; se estas linhas/colunas
forem colocadas no final da lista, apenas os elementos desta parte da
matriz fatores deverao ser modificados.
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Figura A.10: Arvores de decisdes para os Esquemas de Ordenacdo 2 e 3

e No caso de solugoes sucessivas onde alguns poucos elementos do vetor
b sdo modificados; neste caso, se as linhas/colunas correspondentes a
estes elementos sao colocadas no final da lista, isto permite que, apés a
primeira solugdo, o processamento se restrinja & particao afetada pelas
mudancas.

e No caso de matrizes com pequena assimetria estrutural;, se as lin-
has/colunas sdo numeradas de maneira que a parte nao simétrica da
matriz se localize nas tdltimas posicoes, vantagens podem ser obtidas
da simetria existente até este ponto.

A.5 Armazenamento de Matrizes Esparsas

Para os programas computacionas baseados nos métodos de solugao de sis-
temas de equacoOes descritos nas se¢oes anteriores sejam eficientes, é necessario
que técnicas especiais sejam empregadas no desenvolvimento dos mesmos.
Estas técnicas tém o objetivo de armazenar e operar apenas com os elemen-
tos ndo nulos das matrizes de coeficientes e matrizes fatores. A economia
de memoria resultante dessa metodologia é obvia. Quanto & redugdo no
tempo de processamento, este pode ser entendido observando-se que, deste
modo, sao evitadas a realizagao de operacoes cujos resultados sao previamen-
te conhecidos, tais como multiplicacoes ou adi¢coes onde um dos operadores
¢é nulo. Entretanto, os ganhos obtidos com estas técnicas tem como contra-
partida uma programacao complexa a qual requer habilidades especiais no
desenvolvimento dos programas.

Para introduzir alguns esquemas de armazenamento de matrizes esparsas,
a matriz Y correspondente a rede da figura A.6 sera utilizada como exemplo.
Nesses exemplos a matriz serd, em principio, considerada simétrica apenas
na estrutura e nao no valor numérico dos elementos. Para facilitar o entendi-
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mento, a matriz serd reescrita como:

Yii | Yo | Yig | Yiu Yie
Yor | Yoo You | Y5
v — Y31 Y33 Y35
Y | Yo Y4
Y52 | Y3 Y55
Ye1 Ye6

Esquema 1

Este é um esquema de armazenamento muito simples e facil de programar
porém, como ficaréd claro mais adiante, pouco eficiente devido as dificuldades
de localizar, recuperar e inserir novos elementos bem como & redundancia
de informacoes nele presentes. Os m elementos nao nulos da matriz sdo ar-
mazenados em trés vetores:

ILIN: indice de linhas (m)
ICOL: indice de colunas (m)
VAL: valor numérico dos elementos (m)

No caso da matriz Y dada acima, estes vetores seriam dados por:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 20
ILIN |1 1 1 1 1 2 2 2 2 6
ICOL | 1 2 3 4 6 1 2 4 5 ... | 6
VAL | Y11 | Yio | Yi3 | Yia | Yig | Yo1 | Yoo | You | Yo5 | ... | Yog

Esquema 2

E derivado do esquema 1 observando-se que o vetor ILIN contém informacao
redundante. Por exemplo, as cinco primeiras posicoes de ILIN sao utilizadas
para indicar que os respectivos elementos de VAL pertencem a linha 1 da
matriz. Neste caso bastaria indicar, de uma maneira mais compacta, que
esses elementos pertencem & linha 1. Isto pode ser obtido introduzindo-se o
vetor INIL com o seguinte significado:

INTL: apontador do inicio de linha (n) em ICOL
Cada elemento de INIL indica a posi¢ao de ICOL e VAL onde se inicia

a seqiiéncia de elementos da linha correspondente. No caso do exemplo, os
vetores seriam:
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1123456
INIL| 1|6
1 2 3 4 5 6 7 8 9 .. 120
ICOL | 1 2 3 4 6 1 2 4 5 .. |6
VAL | Yy | Yie | Yis | Yia | Yie | Yor | Yoo | You | Yo5 | ... | Yog

No caso de matrizes simétricas em estrututa é conveniente armazenar
os elementos da diagonal em um vetor & parte e desdobrar os elementos
dos tridngulos superiores e inferiores em dois vetores contendo os elementos
simétricos em posicoes correspondentes. Assim, sao introduzidos os vetores
seguintes:

DIAG: valor numérico dos elementos da diagonal (n)
VALS e VALI: similares a VAL porém apenas os elementos dos triangulos
superiores e inferiores respectivamente.

Com esta nova estrutura, a matriz do exemplo seria armazenada da
seguinte maneira:

INIL 1 5 7
DIAG | Yi1 | Yoo | Y33 | Yuu | Va5 | Yes

ICOL | 2 3 4 6 4 5 5
VALS | Yig | Yi3 | Yia | Yie | You | Yo5 | Y35
VALI | Y1 | Y31 | Y1 | Y1 | Yao | Va2 | Va3

O fato de trés altimas posi¢oes de vetor INIL neste exemplo permanecerem
vazias é mera circunstancia da rede e da ordenacao dos nés usados. No caso
de matrizes simétricas o vetor VALI é obviamente desnecessario.

Esquema 3

Os esquemas 1 e 2, como ja citamos anteriormente, apresentam o inconve-
niente de requerer deslocamentos de um grande ntimero de seus elementos
sempre que algum novo elemento tiver que ser inserido ou retirado da estru-
tura de dados. Este inconveniente é grave no caso do método de Eliminagao
de Gauss e seus derivados pois, como visto em secOes anteriores, neste método
sao criados elementos nao nulos, isto é, em determinadas posicoes onde exis-
tia um elemento nulo na matriz original. Como em geral utiliza-se a mesma
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estrutura de dados para armazenar a matriz original e as matrizes fatores, a
necessidade de insercao de elementos é freqiiente.

A inconveniéncia acima referida pode ser eliminada se ao invés de ar-
mazenar os elementos da matriz na sua ordem natural, for utilizado o con-
ceito de listas encadeadas. Este conceito seré ilustrado inicialmente através
do problema de armazenamento de uma lista de nimero na ordem crescente
de seu valor. Considere a seguinte lista de niimeros a ser armazenada em um

vetor VAL:
2,1 87 7,3 58 3,4 9,8

O armazenamento desta lista em ordem crescente seria dado por:

1 |2 3 |4 |5 |6 |7
VAL | 2,1 | 34|58 | 738798 ]-

Caso se pretenda introduzir um novo elemento na lista, por exemplo o
namero 6,3, todos os elementos de VAL, a partir da quarta posi¢ao do vetor,
devem ser deslocados um espaco & frente para acomodar o novo elemento,
gerando um novo vetor VAL como se segue:

1 |2 [3 |4 |5 |6 |7
VAL (2134|5863 |738,7]98

A tarefa de insercdo ou retirada de elementos de uma lista pode ser
facilidata se utilizarmos a estrutura de dados encadeada ilustrada a seguir:

1 |2 |3 |4 |5 |6 |7
IPROX |5 |6 |2 |3 |4 |0
VAL | 218773 |58]34]098

Na estrutura de dados acima, o vetor IPROX indica a posicao do proximo
elemento da lista em ICOL.

A inclusao de TPROX permite a indicacao da ordem desejada indepen-
dente da ordem real dos elementos de VAL. No caso foi utilizada a ordem em
que foram fornecidos os nimeros. O valor zero de um elemento de IPROX
indica o final da lista. A insercdo de um novo elemento na lista, no caso o
namero 6,3, é realizada com a modificagao/criacao de apenas trés elementos
da estrutura de dados, independente do tamanho da lista, como é mostrado
abaixo:

TPROX |5 |6 |2 | (D) |4 [0 | (3)
VAL | 218773583498/ (63)
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A introducao da idéia de encadeamento no esquema 2 de armazenamento
de matrizes esparsas, produz o chamado esquema 3, o qual é usualmente uti-
lizado nos programas de anéalise de redes elétricas. Para o caso da matriz
usado como exemplo nesta secao, utilizando a ordem dos nés como mostrada
na figura A.7, a estrutura de dados é:

INIL - 7 2 4 6 1
DIAG | Yi1 | Yoo | Y33 | Yuu | Va5 | Yes

1 2
IPROX | O 0
ICOL 6 5
VAL Yor | Yas | Y31 | Yao | Yar | Y52 | Y71
VALI Yor | Y31 | Y | Y1 | Yao | Y50 | Y53

A.6 Meétodos Iterativos

Maiores detalhes sobre os assuntos tratados nesta secdo podem ser encon-
trados nas referéncias [15, 22].

A.6.1 Meétodo de Jacobi

Seja o sistema de trés equagoes

a1x1 + aiare + a13r3 = by
a91x1 + a92xo + aszxry = by (A.18)
az1x1 + asare + azzrs = b

o qual pode ser reescrito como

1 = 1/a1 (— aiaxe — a13x3 + b1 )
Ty = 1/ags (— ag171 — azsxs + by ) (A.19)
x3 = 1/a33 ( — azix1 — aspws + b3 )

O sistema de equagoes na forma (A.19) pode ser usado como um algoritmo
iterativo para a solucao do sistema original a partir de uma condicdo inicial
arbitraria 29,29, 29. Este esquema iterativo é conhecido como Método de
Jacobi [15] e sua forma generalizada para n equagoes é mostrado a seguir:

1
et = —Zaijx§+bi (A.20)
Wi \
i=1,..n k=0,1,2..
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O método de Jacobi pode ser, também, apresentado em um formato
matricial. Suponha a matriz A decomposta da maneira seguinte:

A=D—-FE—-F (A.21)
onde:
D: matriz diagonal;
FE: matriz triangular inferior com diagonal nula;
F': matriz triangular superior com diagonal nula.

No caso de trés equacoes, temos:

all 0 0 0 0 0 0 —a12 —ais
A= 0 a9 0 — —an 0 0 — 0 0 —ans
0 0 ass —az; —as2 0 0 0 0
Defina:
L = D'E (A.22)
U = D'F (A.23)

No caso do Método de Jacobi, o processo iterativo é definido através da
seguinte partigao (spliting) da matriz de coeficientes:

Dz = (E+F)x+b (A.24)
de onde se obtem o algoritmo:
2 = (I-L)y"+(D-E)™ (A.25)

A matriz (I — L) é denominada Matriz de Iteragado.

A.6.2 Meétodo de Gauss-Seidel

O método de Gauss-Seidel difere do método de Jacobi pelo fato de usar no
processo iterativo os valores atualizados das varidveis tao logo estes estejam
disponiveis. O algoritmo de Gauss-Seidel é dado por [15]:

1
forl = — |~ Z aijl’?Jrl — Z aijx? + bi (A26)
Qi \ < i>i
i=1,...,n k=0,1,2..
Na formulacao matricial, o processo iterativo é definido por
(D—FE)x = Fz+b (A.27)

de onde se obtem o algoritmo

2 = (I-L)U*+(D—-E)™ " (A.28)
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A.6.3 Método de Sobrerelaxagao sucessiva (SOR)

E uma variante do método de Gauss-Seidel na qual a atualizacio das variaveis
¢ realizada de acordo com [15]

ef = gk o@h T - 2k (A.29)

7

onde :i“f“

relazacao.

é o resultado da iteracdo de Gauss-Seidel e w é o Fator de Sobre-

A.6.4 Convergéncia

A forma geral dos métodos iterativos (Jacobi e Gauss-Seidel) descritos nas
secoes anteriores ¢é

= HaF+d k=0,1,2,.. (A.30)

Definicao 1 O raio espectral de uma matriz A € definido como o autovalor
de maior valor absoluto de A, ou seja,

p (A) = max |\ (A.31)

1<i<n

onde \;, i = 1,...,n, sdo os autovalores de A.

Teorema 1 O método iterativo na forma geral acima (A.30) converge para
qualquer condicdo inicial 2° se, e somente se, p(H) < 1, sendo p (H) o raio
espectral da matriz de iteragao H. Ainda mais, quanto menor for a valor de
p (H) mais rdpida serd a taza de convergéncia.

A demonstragao do terorema acima pode ser encontrada nas referéncias [22,
15].

Exemplo A.2
1 2 -2
A=|1 1 1
2 2 1
1 00 0 00 0o -2 2
A=|1010|—-| -1 O0OO0O|—-]0 0 -1
0 00 -2 -2 0 0 0 0

As matrizes de iteragao correspondentes aos métodos de Jacobi e Gauss-
Seidel, repectivamente, sao

Hj=L+U=|-1 0 -1
—2 -2 0
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0 -2 2
Hos=L+U=1|0 2 -3
0 0 2

cujos valores do raio espectral sao, respectivamente, p(Hy) =0 e p(Hgs) =
2. FEsses wvalores indicam que, para este sistema de equagoes, o método de
Jacobi converge enquanto o de Gauss-Seidel diverge.

A.6.5 Meétodo do Gradiente Conjugado

O método do Gradiente Conjugado (GC) foi introduzido em 1952 por Hestens
and Stiefel. E baseado em técnicas de otimizacdo de funces. Aplicado
a solucao de sistemas de equacgoes algébricas lineares é, em principio, um
método direto. Porém, sua grande vantagem aparece quando é utilizado
como um meétodo iterativo.

Formulacao de Ax=Db como um Problema de Minimizacao
Consideremos inicialmente o caso de um equagao dada por
ar = b (A.32)

a partir da qual podemo definir
1
q = §a:1:2 —bx (A.33)
O valor minimo de g em (A.33) é obtido resolvendo-se
dq
dx

De (A.34) podemos concluir que resolver ax = b é equivalente a encontrar o
minimo de g. A extensdo para o caso multidimensional é obvia e a funcao a

= ar—b =0 (A.34)

ser minimizada é dada por

1

Q = ixTA:c—bTx (A.35)

Solucao do Problema de Minimizagao
Seja o problema

min f(z), ze€R", f(z):R"— R (A.36)

A maioria dos métodos de solugao do problema definido em (A.36) baseia-
se na geracao de uma sequéncia de pontos no IR", a partir de um ponto inicial
arbitrario, tal que

fE@Y < f@b), k=0,1,2,.. (A.37)
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2}

Xy

Figura A.11: Representacao geométrica de um problema de minimizagao

Uma maneira de gerar uma sequéncia como a definida em (A.38) é através
da recorréncia

= 2P b, k=0,1,2, ... (A.38)
onde
pk: direcao conveniente;
Qg passo conveniente na direcao pk.

Este procedimento é ilustrado na Figura A.11 onde uma func¢do de duas
variaveis é representada por suas curvas de nivel. A forma de escolher p*
e aj determina o tipo de método de otimizacao. Um método simples é o
Método do Gradiente (Steepest Descent) o qual é definido por

pr o= —Vf(xk) (A.39)
o = fa| f@—opp) —minfG@F—aph}  (Ad0)

Aplicando (A.39) e (A.40) ao problema definido em (A.35), temos [22]

p* = b— A (A.41)
T (Azk —b
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Método das Direcoes Conjugadas

Definicdo 2 Um conjunto de dire¢oes (vetores) p¥, k = 0,1,...,n—1, sdo
considerados conjugadas, em rela¢io a uma matriz A (n X n), se

P)'AY =0, i#j,Vi,j (A.43)

Teorema 2 Se A € real, simétrica e positiva definida, e p;, i =0,1,...,pp_1
sao vetores nao nulos satisfazendo (A.43) entao, para qualquer xo, o processo
iterativo

kL — gk b, k=0,1,2, ..., (A.44)

T

onde ay, € escolhido de acordo com (A.42), converge para a solugao exata de
Az = b em nao mais que N Passos.

A demonstragdo do teorema acima pode ser encontrada em [22]. Este
terorema, é valido se considerarmos uma aritmética com precisdo infinita, isto
é, um sistema de computacao sem erro de arredondamento. Nesta situacgao,
o método das Diregdes Conjugadas, definido pelo teorema, é de fato um
método direto. Entretanto, a importancia pratica deste método reside no
fato do mesmo poder ser utilizado como um método iterativo pois, na maioria
das aplicagbes praticas, o método converge em um nimero de iteragdes muito
menor que n desde que a matriz A seja bem condicionada.

Método do Gradiente Conjugado
Se no método das dire¢oes conjugadas escolhermos como dire¢do inicial
P’ =-VQ = —(Az — ) (A.45)

teremos o método do Gradiente Conjugado (GC). O algortimo completo do
método CG é dado na Figura A.6.5 onde é usada a notacio (z,y) = z’y
(produto escalar).

A.6.6 Meétodo do Gradiente Conjugado Pré-condicionado

Uma estimativa da taxa de convergéncia do método GC é dada por [22]
" = &ll2 < 2v/E (0)" [l — |2 (A.46)
onde
k: nimero de iteragoes;

Z: solucao exata de Ax = b;

N
VE+1?
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Escolha 29, faca p° =70 = b — Az”
Para £ = 0,1,2,...
of = (", ") /(pF, A p*)
gh L = b okpk
PRt — gk ok A ph
Se ||[r**1]|2 < ¢, , entdo, PARE.
Senao, faca
ﬁk — (TkJrl’,rkJrl)/(rk’rk)
pFtL = phtl g ghpk
Fim se
Fim para

Figura A.12: Algoritmo do Gradiente Conjugado

k= cond (A) = A/ \1;
An € A1: maior e menor autovalor de A, respectivamente.

O valor £ é denominado Nimero de Condicionamento de A. De (A.46)
conclui-se que

k=1 = o0=0
K 0= oc—1

ou seja, quanto maior for nimero de condicionamento de A, mais proximo
de 1 sera o valor de o e, portanto, mais lenta ser& a convergéncia do método.
Baseado no resultado mostrado acima, introduz-se a idéia do pré-condi-
cionamento, a qual é implementada através de uma transformacao de con-
gruéncia em A
A=5AST (A.47)
tal que

~

cond (A) < cond (A) (A.48)

Essa transformacao é obtida manipulando-se o sistema de equagdes ori-
ginal até atingir a forma seguinte

Az = " (A.49)
onde

A = SAST (A.50)

i = Sl (A.51)

b = Sb (A.52)
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O método do GC poderia, simplesmente, ser aplicado ao sistema, trans-
formado (A.49) porém, do ponto de vista computacional, é mais eficiente
manter o sistema original e modificar os passos do algoritmo da maneira
mostrada a seguir

Oz = b— A" (A.53)

= Sb—SASTS™T2" (A.54)

= S(b— Ax)" (A.55)

= S (A.56)

e

Pz = s (A.57)

#0,r%) = (59T (5r%) = (ST Sr0)r? (A.58)

= (8T78)7 10 = MO (A.59)

A matriz M deve ser escolhida de maneira tal que
e O sistema de equagdes M7 = r seja de facil solugao.
e M seja uma boa aproximacio de A.

Na Figura A.6.6 é apresentado o algoritmo do Gradiente Conjugado Pré-
condicionado (PGC).

A.6.7 Método do Gradiente Bi-Conjugado Estabilizado

Para sistemas assimétricos tem sido empregado o método do Gradiente Bi-
Conjugado (Precondicionado) ((P)Bi-CG) [15]. O método Bi-CG é uma
generalizacdo do CG, onde se trabalha tanto com a matriz A como com
sua transposta A’, gerando duas sequéncias de vetores analogos ao do CG.
O esquema iterativo garante a mutua ortogonalidade ou bi-ortogonalidade
entre os pares de vetores de diregoes e residuos. O método do PBi-CG, no
entanto, pode apresentar convergéncia irregular e existe a possibilidade do
método falhar.

Com o objetivo de evitar o padrao irregular de convergéncia do Bi-CG, foi
desenvolvido o método do Gradiente Bi-Conjugado Estabilizado (Precondi-
cionado) ((P)Bi-CGSTAB) [29] para solugao de sistemas lineares assimétri-
cos. O método Bi-CGSTAB é uma variacao do Bi-CG, onde nao se trabalha
com a transposta da matriz de coeficientes e que apresenta uma velocidade
de convergéncia de aproximadamente duas vezes a do Bi-CG, com melhores
caracteristicas de robustez de convergéncia.

O algoritmo do método PBi-CGSTAB aplicado ao sistema, com precondi-
cionador M é mostrado na Figura A.6.7
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Escolha 29, faca 70 = b — Aa?
Resolva M7 = 10
Faca p? =
Para £k = 0,1,2,...
a¥ = (7, %)/ (pF, A pP)
2Rl = gk ok
PRl = kA ph
Se |[r**1|2 < ¢, , entdo PARE.
Sendo:
Resolva: M#k+l = phtl
Faca: ﬁk — (,,:k+1’7ak+1)/(7zk’,rk)
phtl = Fhtl g ghpk
Fim se
Fim para

Figura A.13: Algoritmo Gradiente Conjugado Pré-condicionado
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o

Escolha =z
Calcule r0=b— Ax°
Faca F=r0
pl =10
Calcule  p% = (7,7°)
Para k£ = 1,2,...
Resolva Mp = p*
Faca o = Ap
N G
g = ph=1 _ Gk
Resolva Ms = s
Faca t= AS
wk = (t,5)/(t,t)
zk = 2h1 4 akp + wk3

T =
Se [Ir*]3 <

, entdao PARE
Senao,
Calcule pF = (7,7F)
B* = (o /751)/(a JuF)
PEHL = ko BE(pkE — wkyk)
Fim_ se
Fim para

Figura A.14: Algoritmo Bi-CGSTAB Pré-condicionado




Apéndice B

Programacao Nao-Linear

B.1 Enunciado Geral

O Problema de Programacao Nao-Linear (PPNL) pode ser enunciado na
seguinte forma geral

min f(x) B.1)
s.a gx)=0 (B.2)
h(x) <0 B.3)

onde

x € IR™ ¢é o vetor de variaveis de decisao;
f:IR" — IR é a fungao objetivo;

g: IR" — IR? sdo as restri¢oes de igualdade; e
h: IR" — IRY sdo as restri¢oes de desigualdade.

As restrigoes de igualdade e desigualdade delimitam um subconjunto X
do IR"™ denominado Conjunto Viavel e definido por

X = {x | g(x) = 0,h(x) < 0} (B.4)

Exemplo B.1 A sequir € apresentado um PPNL com duas varidveis de de-
cisao e apenas restrigoes de desigualdade.

rr;in f(x) = 23422+ 229

s.a hi(x) = 23425-1<0
hQ(X) = x14+22—0,5>0
hg(X) = I Z 0
hQ(X) = X2 2 0

onde x = [x1 zo]".

139
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B.1.1 Casos Particulares
Problema de Programacao Linear(PPL)

Se todas as fungoes em (B.1) a (B.3) forem lineares, teremos um PPL o qual
pode ser escrito como

min f(x)=c'x (B.5)
s,a  Ax=Db (B.6)
x>0 (B.7)

onde c é o vetor de custos associados as varidveis de decisdo e A é uma matriz
de coeficientes representando as restrigoes de igualdade.

Problema de Programacgao Quadratica(PPQ)

Neste caso, a fun¢ao objetivo é quadratica enquanto as restrigoes sao lineares.
O PPQ pode ser enunciado como a seguir

min fx)=c'x+xTQx (B.8)
s. a Ax=Db (B.9)
x>0 (B.10)

onde () é uma matriz definida positiva.

B.2 Representagao Grafica

No caso de um problema com duas varidveis, é possivel representar o PPNL
de forma grafica. Nessa representacao, a funcgdo objetivo é representada
por curvas de nivel, as quais sao projecoes dos contornos da intersecao de
planos paralelos ao plano onde sera realizada a representacao grafica com a
superficie representando a funcao objetivo.

Na representacao grafica deve-se levar em consideracao duas propriedades
do gradiente!:

e O gradiente é perpendicular & curva de nivel passando pelo ponto con-
siderado;

e O gradiente aponta na diregdo de mdzimo crescimento local da fungao.

'O gradiente de uma funcio f : R" — IR é definido como

Vi(x) = [0f(x)/0z1 09f(x)/0z2...0f(x)/0xa]"
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Exemplo B.2 Seja o PPNL apresentado no Exemplo B.1. A representagdo
grifica desse problema € apresentada na Figura B.1. A figura (a) apresenta
um representacao tridimensional da fung¢ao objetivo na qual observa-se que
o minimo da fungdo, nao considerando as restri¢oes, encontra-se no ponto
x* = (0,—1), o qual situa-se no eizo vertical d e abaixo do plano definido
pelos eizos x1 e x3. Na figura (b) estao indicados as curvas de nivel da
funcao objetivo, para os wvalores 0,125, 0 e 0,4375, respectivamente, e o
conjunto vidvel X delimitado pelas restrigoes. Uma andlise da figura (b)
permite concluir que o minimo da fung¢dao objetivo, considerando apenas os

pontos pertencentes ao conjunto vidvel, ocorre no ponto z** = [0,5 O]T.

I l Jrx)

Figura B.1: Representacao gréfica de um PPNL com duas variveis.

B.3 Condicoes de Otimalidade

Defini¢ao 3 (Minimo Absoluto ou Global)
Uma fungao f(x), definida em um subconjunto fechado S C IR", assume seu
minimo absoluto ou global em um ponto x* € IR" se

fx)<f(x) V xeR"

Defini¢ao 4 (Minimo Relativo ou Local)

Seja f(x) definida em uma vizinhanga de raio 0 de x* € IR". Entao, f(x)
tem um minimo local em x* se existir um ¢, 0 < e <4, tal que para todo X,
0 < |x—x*| <, tem-se f(x) > f(x*).
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B.3.1 PPNL sem Restrigoes
Seja o PPNL definido por:

min f(x) (B.11)

A condigio necessdria [14] para que um ponto seja solu¢do do problema
acima é

Vix) =0 (B.12)

e a condi¢do suficiente

Vif(x*) >0 (B.13)
A condicdo acima indica que a matriz Hessiana? deve ser definida positiva3.
Exemplo B.3 Considere o PPNL
min f(x) = o423+ 229

Da condi¢ao necessdria de otimalidade, obtemos

—Oé{x
X

Para assequrar que o ponto acima € a solugdo do problema, testamos a

Il
o

Oxo

¥ ¥
I

|

—_

of (%)
2
\v4 _ ox _ 1
/) [ GIES ] [2@4—2

condicao suficiente

HE me ] 20
9 . T T10T2 _
Vaf(x) = 1) 9f(x) [ 0 2 ]

Ox2011 ﬁ—xg

-

A matriz acima €, claramente, positiva definida. Portanto, o ponto x =
[0 — 1T ¢ a solugdo do problema.

B.3.2 PPNL com Restrigcoes de Igualdade
Seja o PPNL definido por

min  f(x) (B.14)
X
s.a gx)=0 (B.15)
2A matriz Hessiana de uma funcéo f : IR™ — IR ¢é definida como

2f(x) ... 9% f(x)

ox? Oz 0wy

HX)=V2f(x)=| oo,

fx) . 22X

Oxpdxy ox2

3Uma matriz A é positiva definida se: a) x’Ax >0 V x # 0; b) ou todos os seus
autovalores sao positivos; c)ou todos os determinantes dela extraidos sdo positivos.
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Seja a funcdo L(x,)\), denominada Func¢do Lagrangeana ou Lagrangeano,
definida como

Lx,A) = f(x)+A\gx) (B.16)
= )+ Nigi(x) (B.17)
i=1

onde A = [\ A2...\p]T & o chamado vetor dos Multiplicadores de Lagrange.

Pode ser desmonstrado [14] que a condigao necessaria para que x* seja a
solugao de (B.14) e (B.15) é que

VL(x*,\) = 0 (B.18)
ou seja,
OL(x*, \*) Of (x*) &~ .. 0g;(x*) ‘
_ : _ —1,..n (BI
oz, oz, —I—jz::l)\] z 0, 1 ,on (B.19)
OL(x*,\*) o o
—on gi(x*) =0, i=1,..,p (B.20)

O conjunto de equagoes definido em (B.19) e (B.20) tem n + p equagdes em
igual nimero de varidveis. Pode, portanto, ser resolvido para calcular as
componentes de x* e A\*,

As condicoes (B.19) e (B.20) podem ser expressas em forma compacta
por

Vi) + ) X Vg(x*) =0 (B.21)
j=1
g(x*)=0 (B.22)

A equagao B.21 indica que, na solugdo, o gradiente da fun¢ao objetivo pode
ser expresso como uma combinagdo linear dos gradientes das funcoes repre-
sentando as restricoes. Essa propriedade é ilustrada no exemplo B.4.

Condicoes suficientes de otimalidade podem, também, ser derivadas neste
caso mas nao apresentam interesse pratico.

Exemplo B.4 Considere o PPNL

min f(x) = a2+ 23+ 2z

s;a g1(x) = 1 +22-0,5=0
O Lagrangeano neste caso é

L(x,\) = x4 2354219 + Az + 29 — 0,5)
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Da condicdo necessdria de otimalidade, obtemos

oL

2= 2 A=

92y r1 + 0

L

8562

oL

5 = $1+$2—0,5:0

De onde se obtem a solugdo do problema: x* = [0,75 —0,25]7 e A\* = —1,5.
A fungao objetivo neste caso assume o valor f(x) = 0,125.

As propriedades geométricas do problema resolvido meste exemplo sdo
tlustradas na Figura B.2. Nessa figura, os vetores representando os gradi-
entes da fungao objetivo e restricdo de igualdade tém a diregdo correta porém
os maodulos foram escalados para facilitar o entendimento da figura. No caso
da funcdo objetivo, por se tratar de um problema de minimizacdo, o figura
mostra o negativo do vetor gradiente. Na solugao dtima (x*) os vetores gra-
dientes estao alinhados de acordo com a condi¢do de otimalidade expressa
em B.21. Nesse ponto, qualquer deslocamento incremental da solu¢ao so-
bre a restrigcao implica em aumento da funcao objetivo. Em qualquer outro
ponto da reta representando a restricao de igualdade, como nos pontos X,
e Xp, 0 gradiente da func¢do objetivo e da restricio nao estao alinhados, o
que permite reducdo no valor da fungdo objetivo para deslocamentos na di-
recao representada pela projecdo na restricao da resultande da adigdo dos
gradientes.

B.3.3 PPNL com Restricoes de Igualdade e Desigualdade
Seja o PPNL definido por

m,}n f(x) (B.23)
s,a g(x)=0 (B.24)
h(x) <0 (B.25)

Este problema pode ser reduzido ao problema do item anterior pela intro-
dugao de wvaridveis de folga como mostrado a seguir

min f(x) (B.26)
s.a gi(x) =0, i=1,..,p (B.27)
hi(x) + v =0, i=1,...q (B.28)

Neste caso, o Lagrangeano é dado por

Lo mv) = )+ Mga) + 3 i lha(x) + 03] (B.29)
=1 =1
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Figura B.2: Ilustracao grafica do exemplo B.4

onde v = [v1vg...v4)T.
A condigdo necesséria de otimalidade neste caso é dada por

* p *
s WY
+ Zujahajis(*):o, i=1,.,n (B.30)
j=1 ‘
gfé = g(x)=0, i=1,...,p (B.31)
gi = h(x*)+0i=0, i=1,..q (B.32)
g—i = 2u; =0, i=1,..,q (B.33)

No ponto x*, algumas restri¢oes de desigualdade serao ativas (h;(x*) =0) e
outras néao-ativas (h;(x*) < 0). No caso das restri¢oes ativas®, temos

v; =0, p; >0, 1=1,..,1
e para as nao-ativas

UZ#()? pi =0, i=101+1,..,q

*A condigdo p; > 0 para as resticoes ativas ¢ demonstrada em [14]
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onde [ < q.
Neste caso, as condigoes de otimalidade podem ser escritas como

OL _ 9f(x*) &, 9gi(xY)
al’i B 8901 +]§:1)\J 89:1 *
l
h(x*
+ Zuja é(x ) 0, i=1,..,n (B.34)
=1 i
oL . .
o gi(x*) =0, 1=1,..,p (B.35)
L

g,, — hi(x*) <0, =0, di=l+1,.,9q  (B37)

As condigOes impostas as restricoes de desigualdade ativas e nao-ativas po-
dem ser combinadas como a seguir

hi(x*) < 0, i=1,....q (B.38)
w; > 0, i=1,....q (B.39)
q
S hi(x?) = 0 (5.40)
i=1

Combinando-se os resultados mostrados acima chega-se as chamadas condigoes
de Karush-Kuhn-Tucker, as quais sao dadas por

V) + Y AiVei(x) + ) piVhi(x*) =0 (B.41)
=1 =1

g(x*) =0 (B.42)

h(x*) < 0 (B.43)

>0 (B.44)

pTh(x*) =0 (B.45)

Exemplo B.5 Considere o PPNL

min f(x) = o+ a3+ 229

s.a  hi(x) 1+ 22 —0,5>0
ho(x) = 21 >0
hs(x) = x9>0

o qual é similar ao problema do Exemplo B.1 exceto pela auséncia da restri-
¢Go nao-linear. Da geometria do problema, sabemos que as restrigoes hy e hg
sao ativas na solucdo enquanto a restricao hy € inativa. Portanto, podemos
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estabelecer diretamente o Lagrangeano e derivar as condigoes necessdrias de
otimalidade. O Lagrangeano neste caso é

L(x,p1,p3) = @i+ 33+ 222+ pi(—21 — 22+ 0,5) + p3 (—2)

de onde obtemos

oL

— = 221 —u1 =0
o1 Tl — p1

oL

- = 202+2—p1—p3=0
8902

oL

— = x214+22—-0,5=0
O

oL

_— = :0

Ous 2

A solugdo do problema é x =[0,5 07, u1 =1, e u3 = 2.

As propriedades geométricas do problema resolvido neste exemplo sao
tlustradas na Figura B.3.3. Nesta figura podemos observar que desloca-
mentos incrementais para reduzir o fungao objetivo sé podem ser realizados
em diregoes formando um dngulo menor que 90° com —V fx* Desta figura
podemos também concluir que para que um ponto X* seja solugdo do problema
este ponto dever ser tal que —V fx* estejam localizado no cone formado por
Vhix* e Vhsx*. Esta afirmagdo € eqiitvalente a

—fo* = ,U,1Vh1X*—|—,U,3Vh3X*
pi,pz = 0

B.4 Meétodos de Solucao do PPNL sem Restricoes

A solucao do PPNL sem restri¢cées pode ser obtida resolvendo-se o conjunto
de equagbes definidas pelas condicoes de otimalidade. Uma forma indireta
de se obter a solucao do PPNL é pela geragao de uma seqiiéncia {Xk}, a
partir de um ponto inicial arbitrario x°, tal que cada novo ponto gerado
produza uma redugdo no valor da funcao objetivo.

Uma seqiiéncia {x*}, com a propriedade acima, pode ser gerada se, em
cada ponto x* da seqiiéncia,

e escolhermos uma direcio conveniente d*;
e determinarmos um passo conveniente \¥ a ser dado nessa direcio.

Isto equivale a dizer que a seqiiéncia serd gerada de acordo com

<M = xF oy adF, Kk =0,1,2,.. (B.46)
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Figura B.3: Ilustragao grafica do exemplo B.5

Este procedimento é ilustrado na Figura B.4 para uma funcao objetivo com
duas variaveis.

Os principios ou métodos usados para a escolha da direcao e do passo ca-
racterizam diferentes métodos de solucao do PPNL. Uma forma conveniente
para escolher o passo é obter um valor de A*¥ que minimize f (x) na diregao
adotada. Este procedimento exige a solucao de um problema de minimizacao
unidirecional.

B.4.1 Minimizacao Unidirecional

Um problema de minimizacao unidirecional consiste na minimizagao de uma
funcao f : R® — IR, em uma direcio d* € IR", a partir de um ponto
x* € IR™. De forma compacta, este problema pode enunciado como

min f(xF 4+ \d¥) (B.47)

Na Figura B.5 o problema de mininimizagao unidirecional é ilustrado grafi-
camente.

Exemplo B.6 Considere a fungao

f(x) = of 4423 —4xy
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*2 )

Xy

Figura B.4: Exemplo de método indireto de solucao do PPNL

a ser minimizada a partir do ponto x° na diregio d° como definidos a sequir

Cada ponto ao longo da direcdo considerada € representado por
1 J—
-3 |

(24 N2 +4(1-30)2% —4(2+ )
= 37\% — 24\

2
1

24+ A

+A 1— 3\

(x° +2d°) = [

Substituindo na fung¢do, temos

fF(x%+d")

O minimo encontra-se no ponto onde

df (x0 + Ad°)

=74\ —24 =
Y 7 0

de onde se obtem A = 0,32 ¢
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£ <) § feexd)
’ {.*(xu-).a)

L —

Figura B.5: Representacao grafica de um problema de minimizacao unidire-
cional.

O )

FOR)
FON)

fo

]

1

1

1
} Il ] —
Ao X, Y >y A A

Figura B.6: Método de redugao de intervalo

Método de Reducgao de Intervalo

Este método determina a posi¢ao do ponto de minimo em um intervalo [a b]
de comprimento 2p. O método consiste na avaliacao da fungdo para valores
consecutivos da variavel ), espacados de um valor p, a partir de uma condigao
inicial Ag. O intervalo [a b] é encontrado quando

fig1) > F(N) (B.48)

Neste caso, temos a = A\;—1 € b = A\j11. O procedimento acima é ilustrado

na Figura B.6 e o algoritmo para implementacao deste método ¢ dado na
Figura B.4.1.
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Facai=0, \p =0

Calcule f()\;)

Faca enquanto f(X\i11) < f(\;)
Calcule A\jy1 =X +p
Calcule f(Xj41)

Fim faca enquanto

Faca a = A1
b= Aiy1

Figura B.7: Algoritmo do Método de Reducao de Intervalo
includegraphics *[0,0][13cm,6¢m|pnl4.bmp

Figura B.8: Método da Secio Aurea

Meétodo da Secdo Aurea

Este método permite determinar o intervalo onde se encontra o minimo
da func@o, com uma precisdo arbitraria €, dentro de um intervalo [a b].
O método baseia-se na divisao do intervalo em trés partes definidas pelos
chamados Nimeros Aureos: 0,3820 e 0,6180. A funcio é avaliada nos novos
dois pontos (w e v) e 0 novo intervalo determinado como a seguir:

Se f(w) < f(v) = Novo intervalo : [a, V]

Se f(w) > f(v) = Novo intervalo : [w, 0]

O método da Secdo Aurea é ilustrado na Figura B.8 e o algoritmo corres-
pondente é apresentado na Figura B.4.1.

Interpolacao Quadratica

Este método é aplicavel ao caso de fun¢oes duplamente diferencidveis. Baseia-
se na aproximacao da funcdo no ponto Ay por uma funcao quadratica, obtida
a partir da expansao da func¢ao pela série de Taylor, como mostrado a seguir

FO) = FO0) + £ o)A = 20) + 3/ Qo)A = 2o (BA9)

O minimo de B.49 é obtido fazendo-se:

_dg()\)\) = f'(X0) + f" (M) (A = Xo) =0 (B.50)

de onde se obtem

N O
= oy (B.51)
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Facai=0,lg=b—a, ag=aeby=>b
Faca enquanto [; <€
Calcule w; = a; + 0,3820 [;
Calcule v; = a; +0,6180 I;
Se f(w:) < f(vi)
Faga aj11 = a;, biy1 =v;
Senao,
Faga aj11 = v, biy1 = b;
Fim se
Fa(;ai:i—i-l, lz-:ai—bi
Fim faca enquanto
Faca \* = (a; + b;)/2

Figura B.9: Algoritmo do Método da Secdo Aurea

Caso nao seja possivel calcular as derivadas da funcao, ainda assim é possivel
estabelecer uma aproximacao quadratica da funcao usando técnicas de ajuste
de fungoes.

B.4.2 Meétodo do Gradiente

Este método baseia-se na propriedade j4 mencionada do gradiente de indicar
a direcio de maximo crescimento local da funcdo. E conhecido, também,
pelas designagoes de Steepest Descent Method e Método de Cauchy. Nesse
método, inicia-se o processo iterativo a partir de uma condicao inicial x¢ e
gera-se uma seqiiéncia de acordo com a seguinte regra

xFHL = xk — \F vf(xb) (B.52)

onde \¥ & o passo 6timo na direcdo —Vf (x)k, obtido resolvendo-se um prob-
lema, de minimizacdo unidirecional como mostrado nas secoes anteriores. E
possivel utilizar-se estratégias heuristicas na escolha do passo A* as quais
podem ser mais eficientes do ponto de vista computacional.

Na Figura B.4.2 é apresentado o algoritmo do Método do Gradiente.

B.4.3 Meétodo de Newton

A idéia basica do Método de Newton é aproximar a funcdo objetivo por
uma funcdo quadratica e achar o minimo dessa funcdo analiticamente. Na,
vizinhanca de um ponto x;, a func¢ao f(x) pode ser aproximada por

Fx) = f(x) + V() (x —x") + %(X = x)IV2f(x")(x — x°)  (B.53)
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Escolha xq e ¢
Faca:=10
Faca_enquanto ||Vf(x?)|| > e
Calcule Vf(x)
Faga d* = —Vf(x?)
Calcule \* tal que
flx! — A" d’] = min,, f[x! — \ d’]
Faca xt! = x* 4+ \'d*
Fim faca enquanto

Figura B.10: Algoritmo do Método do Gradiente

Neste caso, o minimo de f(x) é obtido resolvendo-se

U9 9 + V) (x -~ x) = 0 (B.54)

de onde se obtem uma aproximacio da solucio (x!) dada por
x! = X[V (B.55)

A partir de x!, a funcdo é novamente aproximada e assim por diante como
no algoritmo a seguir

xT=x"— [V f(x)'Vfx)], k=0,1,2.. (B.56)

No caso de fungoes quadraticas, pode-se mostrar (veja Exemplo B.7) que o
Método de Newton converge em uma iteragao. Para funcoes nao-quadraticas,
o algoritmo necessita de mais iteragoes para obter a solugdo. O Método de
Newton enquadra-se no principio geral de funcionamento de métodos de
solucao do PPNL, enunciado no inicio dessa secao, se consideramos

d = —[V(x)'VIE) (B.57)
No= 1 (B.58)

O método apresenta uma convergéncia muito rapida quando se aproxima
da solucdo pois, nessa regiao, a funcao é aproximadamente quadratica. Em
regioes ainda distantes da solugao, é mais conveniente utilizar

M= m)%nf(xi - d) (B.59)
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Exemplo B.7 Considere a minimizagao da fungdo objetivo
f(x) = a1 + 2503

a partir de um ponto x° = [2 2]7. O gradiente e matriz Hessiana calculados

em x° sdao dados por

2(1?1

Vf(X)=[5Ox2]; Vi = | ¢ 500]

Aplicando o algoritmo de Newton temos

(3] [% [ L

Como a fungdo objetivo é quadrdtica, o processo de minimiza¢ao converge

em um passo.

B.5 Meétodos de Solucao do PPNL com Restrigoes

B.5.1 Meétodo das Penalidades

Neste método, o PPNL com restrigoes de desigualdade é transformado em

uma seqiiéncia de problemas sem restricoes através da adicao de termos a

funcao objetivo, os quais penalizam solugoes que nao satisfazem as restricoes.
Existem duas classes de métodos de penalidades:

e Penalidades Exteriores;
e Penalidades Interiores ou Barreiras.

Esses dois métodos sao exemplificados na Figura B.11.

fo £ ﬁk

\(\Il1 t
Al
\J
U
\
R

b

Figura B.11: Penalidades exteriores e interiores
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Penalidades Exteriores
Para o exemplo da Figura B.11 (esquerda)
Fz) = [flz)+wp(z)
onde
0 se x € |a,b

p(z) =4 (r—a)® se z<a
(x—b)? se x>0

e w é uma ponderagao.
No caso geral

F(x) = f(x)+ sz’pi(x)
i=1

pi(x) = min [0, hi(pi(x))]

Penalidades Interiores ou Barreira Logaritmica

Para o exemplo da Figura B.11 (direita)
F(z) = f(x)— p[ln(x —a)+ In(—z + b))

onde p é o pardmetro barreira.

155

(B.60)

(B.61)

(B.62)

(B.63)
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Apéndice C
Programacao Linear

A Programacao Linear (PL) é uma das técnicas de otimizacao mais utilizadas
na solucao de problemas de alocagao de recursos, otimizacao de estratégias,
etc. Neste apéndice serao introduzidas as nocoes basicas relacionadas a for-
mulagdo e solucao de problemas de PL assim como algumas interpretagoes
econdmicas do modelo de PL.

C.1 O Problema de Programacao Linear

O problema de PL tem como objetivo encontrar um conjunto de valores
das variaveis de decisao que maximizem (ou minimizem) o valor de uma
funcao linear, sujeito a um conjunto de restri¢oes representadas por equagoes
ou inequacoes lineares nessas mesmas variaveis. Esse problema pode ser
representado por

Maximizar z= c¢1x1+ coxo+ -+ cpTn
sujeito a 1121 + a12x2 + - -+ + a1y < by
a1 T1 + a2 + -+ - + agp Ty < by (C.1)

Am1T1 + AGma®2 + -+ ATy < by,

z; >0,t=1,...,n

Em aplicacoes associadas a problemas de producao, a funcao objetivo z
representa a renda obtida com a venda de quantidades x1, zs,..., x, de n pro-
dutos, com precos unitarios ¢y, cs,..., ¢, respectivamente. As restricoes de
desigualdade indicam que a fabricagdo dos produtos necessitam, no maximo,
quantidades b1, bs,...,bm de m recursos sendo que, cada um dos n produ-
tos, necessitam de quantidades a;; dos m recursos. As restricoes de nao-
negatividade tém justificativa ¢ébvia neste caso.

O problema de PL pode ser colocado em forma matricial como a seguir

Max cI'x

157
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s.a Ax<b (C.2)
x>0

onde

c=lc1, 02,0t
X = |21, T2, .0, Tn] " ;
b = [b1,ba, ..., bp]T;

A: matriz (m x n) com elementos a;;.

Exemplo C.1 Através deste exemplo serd dada uma interpretagdo grdfica
do problema de PL e uma indica¢do das propriedades da solu¢cao do mesmo.
Considere o problema em duas varidveis abaizo

Mazx z= 21+ x9
s.a r1—x90 <1
3x14+ 29 <7
1 >0
T9 >0

A Figura C.1 apresenta uma representacdo grdfica do problema acima.
Nessa representacdo, a regido interna ao poligono com vértices nos pontos
A, B, C e D representa o conjunto de pontos satisfazendo as restrigoes, de-
nominado Conjunto Viavel, no qual estd contida a solu¢do do problema. A
fungao objetivo € representada pelas retas pontilhadas para diferentes valores
de z (curvas de nivel).

A partir da observa¢do da Figura C.1, é fdcil concluir-se que a solugao
Jtima do problema, isto €, o ponto do conjunto vidvel no qual a fungao ob-
jetivo atinge seu valor mdzimo, é o ponto D. Nesse ponto, a fun¢do objetivo
assume o valor z = 7. Qualquer aumento incremental na funcdo objetivo s
pode ser alcang¢ado por um deslocamento da solu¢do para fora do conjunto
vidvel. O ponto D é um ponto extremo (vértice) do conjunto vidvel o qual,
como pode-se concluir facilmente, serd sempre um poligono (politopo no caso
geral). A propriedade da solu¢ao do problema de PL de se localizar em um
ponto extremo (vértice do politopo) € geral e usada em algoritmos de solugdo
do problema de PL.

C.2 Caracterizagao Algébrica

O problema de PL é geralmente estudado a partir do chamado Formato
Padrao, o qual é dado a seguir
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Figura C.1: Representagao grafica de um problema de PL

Min cI'x
s.a Ax=Db (C.3)
x>0

Qualquer problema de PL pode ser colocado no formato padrao através
da inclusao de variaveis artificiais (variaveis de folga). O caso de interesse
pratico é aquele no qual m < n, isto é, o sistema de equacoes é indetermi-
nado, apresentando infinitas solugdes. O problema de PL consiste em achar
uma dessas solucoes, com todas as componentes nao-negativas, para a qual
a func@o objetivo alcance o valor minimo. A partir do formato padrao, é
possivel introduzir algumas defini¢coes que sdo utilizadas na caracterizagao
da solucao do PL. Algumas dessas defini¢oes sao:

e Matriz Base: matriz ndo-singular formada por m colunas de A;

e Solugcdo Bdsica: é o vetor X; determinado escolhendo-se uma ma-
triz base, fazendo-se as n — m varidveis associadas as colunas de A
nao pertencentes a matriz base (varidveis nao bésicas) iguais a zero e
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resolvendo-se o sistema de equagdes para as demais variaveis (varidveis
bésicas);

o Solugao Vidvel Bdsica (svb): é um solucao basica onde todas as varia-
veis sao nao negativas.

Essas defini¢oes sao mais facilmente visualizadas quando o sistema de
equacoes (C.4) é colocado em sua Forma Candnica, através de operacoes
elementares em suas equacoes, a qual é mostrada a seguir:

’ ! ’ !

1 01 1 Tmr1 + O 2Ty + o AT = by
/ ! / !

T + g g1 Tmt1 + Qg g2 Tmt2 + -+ Qg Tn = by

’ ! ! !
T+ Ay m+18m+1 + Ay m+2Tm+2 +o T = bm

(C.4)
e a Forma Candnica Aumentada pela introducao da equagdo correspondente
a funcao objetivo

! / / !
T + 01 my1Tmal + 0 yoTmy2 + o+ Gy T = by
! ! ’ /
T2 F09 i 1Tm+1 + Qg 0Tma2 + -+ Qg Tn = by
! ! ! ’
Lm, + A m+1TmA+-1 + A m+2Tm+2 T+ QT = bm
! !

-2z +Cpp1Tmt1 + CpaoTmy2 + - cln:cn = blz

(C.5)

Os pontos extremos do conjunto vidvel sdo as solugoes vidveis béasicas

como definidas acima. Portanto, é possivel encontrar a solucao do problema

de PL comparando-se os valores da fungao objetivo correspondentes a essas

solucdes. Entretanto, o namero de solucoes viaveis basicas é muito elevado®

e tornaria esse procedimento invidvel em problemas com as dimensoes en-

contradas na pratica. Por outro lado, é também possivel demonstrar que

a forma canénica aumentada, correspondente & solucao 6tima do problema,
apresenta a seguinte propriedade:

c;- >0, j=m+1,..,n (C.6)

As propriedades acima descritas podem ser utilizadas para desenvolver
métodos de solucao do problema de PL entre os quais se destaca o Método
Simplex, o qual serd apresentado na secao seguinte.

Exemplo C.2 O problema de PL mostrado no Exemplo C.1 pode ser colo-
cado no formato padrao através da introdugao de duas varidveis de folga (x3

'Em um problema de PL na forma padrio, com n variaveis e m restri¢oes de igualdade,
o nimero de solugoes basicas é dado por n!/(n — m)!m!. Muitas dessas solu¢oes nao sao
viaveis (pelo menos um z; < 0) porém, se um processo exaustivo de busca for utilizado,
todas elas devem ser computadas.
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e x4) e da multiplicagio da fungao objetivo por -1 (minimizagao). Desta
forma, o problema passa ser escrito como

Min —z = —2x1— x9+ 0x3+ 0x4
s.a 1 — X9 + T3 =1
3x1 + x2 +x4=7
x; >0, i=1,..,4

Uma forma candnica aumentada dbvia do problema € dada por

I3 .21?1—.21?2:1
X4 3x1+a0 =7
z —2x1—x9=0

e a solugdo bdsica vidvel associada a essa forma candnica € r1 = x9 = 0,
xs =1, x4 =7 e z=0. Esta solugio nao € a solugcao dtima pois existem
coeficientes c;- < 0. Na Figura C.1 esta solug¢io corresponde ao vértice A.
Na busca pela solugdo dtima, deve-se efetuar uma troca de base, ou seja,
alguma wvaridvel bisica (r3 ou x4) deve ser trocada por uma das varidveis
nao bdsicas (r1 ou w2). Quais devem ser as varidveis escolhidas para a
troca de base? A wvaridvel escolhida para entrar na base € aquela que produz
o maior decréscimo na fungao objetivo, ou seja, aquela correspondente ao
mais negativo coeficiente ¢'. No exzemplo, a varidvel escolhida é x1.

A wvaridvel escolhida para sair da base deve ser tal que, ao atingir o valor
nulo, sejam garantidos valores nao negativos para as varidveis bdsicas apos
a mudanga de base. FEssa mudancga serd realizada através de operagoes e-
lementares no sistema de equagdes de forma a colocd-lo em outra forma
canoénica aumentada, tal que tenha coeficiente unitdrio em uma das equagoes
e nulo nas demais. Esta operacio ¢ chamada de pivoteamento? e produzird
modificagoes nas varidveis bdsicas como a sequir:

! !
3 = byg—agx1=1—121
! !

O maior valor que x1 pode assumir, sem que x3 ou T4 Se torne negativo,
¢ r1 = 1. Por essa razdo, a varidvel escolhida para deizar a base ¢ x3.
De forma geral, deve-se escolher para deizar o base a varidvel bdsica cuja
relagio V', /a5 seja minima para os o';s > 0, onde r representa a varidvel
candidata a deizar a base e s a varidvel que se tornard bdsica. Se um dos
a'is < 0, g poderd ser aumentada indefinidamente sem causar a perda da
nao-negatividade da correspondente varidvel bdsica. Isto indica uma Solucao

2A operacao de pivoteamento em relagdo ao termo a,ss consiste em tornar unitario o
coeficiente de xs na r-ésima equacao e nulo os coeficientes da mesma varidvel nas demais
equagoes. Esse processo é realizada através de operacoes elementares nas equagbes da
forma canoénica aumentada.
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llimitada. Por outro lado, se algum a';s = 0, podemos mudar a base sem
alterar a solucdo. Este caso € conhecido como uma Solucao Degenerada e
sua ocorréncia € pouco freqiiente em problema reais.
A nova forma candnica aumentada, apds vdrios passos, tem o sequinte
aspecto
x3 +4x) + x4 =8
To 431 +x4 =7
z + i+ =7

Como todos os ¢'j > 0, esta forma candnica corresponde & solugao Gtima,
com as varidveis assumindo os valores x1 = x4 =0, 20 =T, 23 =8 e 2 = 7.
Na Figura C.1 esta solugdo corresponde ao vértice D.

C.3 O Método Simplex

As propriedades da solucao do problema de PL introduzidas na secdo ante-
rior, e as idéias ilustradas no Exemplo C.2, formam as bases do Método Sim-
plex. Esse método foi introduzido por G.B. Dantzig na década de quarenta.
Métodos mais eficientes de solucdo do problema de PL foram introduzidos
recentemente3, porém o método Simplex e suas variantes, continuam a ser
utilizado em muitos codigos usados comercialmente. A seguir é apresentado
o procedimento do método Simplex de forma sintetizada. Esse procedimento
inicia-se a partir de uma forma canénica viavel aumentada®.

Procedimento do Método Simplex

1. Se pelo menos um c;- < 0 (e o correspondente b;- > 0), entao é possivel
obter uma outra svb com menor valor de z.

2. Se mais de um c;» < 0, a variavel (x4) a ser aumentada (entrar na base)
deve ser escolhida pela regra
! !
¢ = min(c; < 0)
J
3. A variavel que deixara a base deve ser escolhida observando-se que as
varidveis bésicas serdo modificadas de acordo com as relagoes

! !
1 = by —a.xs

30s mais importantes desses métodos sio aqueles incluidos na categoria de Métodos dos
Pontos Interiores, os quais tiveram sua origem em um método proposto por N. Karmarkar
em 1984.

4Caso uma svb inicial nio seja 6bvia, é possivel obter a svb inicial utilizando o proprio
algoritmo Simplex. Esse procedimento é normalmente referido como a Fase I do Simplex
enquanto a busca da solugao 6tima propriamente dita é chamada de Fase II.
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!
Ty = by —ag.xs
’ ’
Tm = by, — pTs
’ ’
z = b, —c,zs

4. Aumentando o valor de (z), o valor de z diminui. Entretanto, essa
diminuicao ¢é limitada pelas restricbes de nao-negatividade nas var-
iaveis. No caso de a/;s < 0,4 =1,...,m, x5 pode se tornar tdo grande
quanto se queira, o que indica uma solug¢do ilimitada.

5. Se pelo menos um a’;s > 0, a varidvel a deixar a base (z,) é escolhida
de acordo com a seguinte regra

., b , [b;]
r. = = min B

s / /
a'rg a'is>0 | a'ss

onde z} é o valor da nova variavel bésica.

6. A nova forma canénica aumentada, com x, substituido por xs no con-
junto de varidveis béasicas, é obtida realizando-se um operacao de piv-
!
oteamento no termo a,. xs.

Na Figura C.2 é apresentado um fluxograma do Método Simplex.

C.4 Forma Matricial do Método Simplex

Suponha as varidveis do problema agrupadas em um vetor de varidveis basi-
cas (zp) e nao-bésicas (xp) e a matriz a A particionada, respectivamente,
como a seguir

A=[B D] (C.7)

onde B é matriz base (m x m), com colunas correspondentes as variaveis
béasicas, e D é uma matriz ((n — m) X m) com colunas correspondentes as
varidveis nao basicas. Entao, o problema de PL no formato padrao pode ser

escrito como
Max z= chB + chp
s.a Bxp+ Dxp =b (C.8)
zp > 0,zp >0

A solucdo basica, a qual é assumida ser também viavel, correspondente &
matriz base B ¢ dada por = [z 07]T onde 25 = B~'b. De um modo geral,

xp=B"'b— B 'Dxp (C.9)
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Forma Canénica Aumentada Viavel

Encontre s tal que
/ . /

g =minc;

j=m-+1,..n

PARE

Solugao Otima

PARE

Sol. Ilimitada

Calcule as relacdes:
Vo
FVa, >0

is

Obtenha r tal que
! . b’
£ 2 min [4]

aly >0

Obtenha nova forma canénica au-
mentada através da operacio de
pivoteamento no elemento a) ;s

Figura C.2: Fluxograma do Método Simplex
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a qual, substituida em (B.8) produz

z = ¢5(B7'b— B 'Dxp) + chap
= EB7 W+ (b - EB7'D)ap (C.10)

As componentes do vetor r = cg—ch_lD sao os chamados Custos Relativos
e o produto m = ch*1 sao chamados de Multiplicadores Simplez.
Essa forma matricial pode ser compactada no chamado Tableau. O
tableau inicial é dados por
A b B D b
= A1
[CT O] lc}g 07]; O] (C.11)
o qual nao estd na forma candnica e nao corresponde a uma das solugoes
do procedimento Simplex. Uma forma candnica de tableau pode ser obtida

através de operacoes elementares através das quais a matriz B se transforma
na matriz identidade. Em forma matricial, a forma final é dada por

0 cb—ckB™'D LB~ 1 (C.12)

I B~D B~
Outros pontos extremos do conjunto vidvel podem ser obtidos através
de trocas de variaveis (bésicas e ndo-bésicas) e operacoes de pivoteamento
produzindo um novo tableau com o mesmo aspecto daquele mostrado em

(C4).
Exemplo C.3 A solugdo do problema de PL apresentada no Exemplo C.2 é

reproduzido, na forma matricial a sequir. A primeira forma candnica € dada
por

Tr3 T4 Tr1 I3 b
1 0] 1 —-1]1
0 1y 3 1|7
0 0]-2 —-1]0

Apds a troca de varidveis bdsicas (rs por x2), o novo tableau € dado por

T3 Tog L1 T4 b
1 -1 1 01
0o 1| 3 1|7
0 —1|-2 0]0

Para colocar o novo tableau em sua forma candnica, € necessdario efetuar as
operagoes indicadas em (C.4) as quais produzem a forma candénica do novo
tableau. Essas operagoes sao

ch-cEB D= -2 0]-|0 1}[%‘ ”:[1 1|



166 Anaélise de Redes Elétricas
o [ ]
so= |y 1| 3] =1 7]
0
1

ro- (2132 [s
cEBb=[0 1][8 7]=7

e produzem o tableau mostrado a sequir

T3 Tog X1 Tga b

1 0|4 18
0 1|3 1|7
0 o0]1 1|7

A partir da formulagao matricial do procedimento de solucao do problema
de PL pelo método Simplex, é possivel estabelecer um novo procedimento
para solucdo dos problemas de PL, conhecido como Método Simplex Re-
visado o qual é apresentado a seguir.

Método Simplex Revisado

1. Compute o vetor linha A = cg B~! e o vetor de custos reduzidos r =
Cp — AD;

2. Ser > 0, PARE: a solucao atual é 6tima. Sendo, se r; € 0 mais negativo
componente de r, entao escolha a coluna ¢ de D para entrar na base.
Denote essa coluna por u;

3. Compute v = B~ lu;

4. Calcule as relacdes de B~'b com B~'u, admitindo apenas as compo-
nentes positivas de B~'u. Se ndo existem componentee positivas, o
custo minimo é —oo; se a menor relagdo ocorre para a componente k,
entao a coluna k de B sai da base;

5. Atualize a matriz B (ou B~!) e a solu¢io = B~!b. Retorne ao passo
1.

Diferentes implementacoes do método Simplex Revisado podem ser obti-
das dependendo da forma de implementacao dos passos 1, 3 e 5 do procedi-
mento acima. Nesses passos é necessario efetuar-se operagoes com a inversa
da matriz base (B). Essas operagoes podem ser realizadas a partir do

e Calculo da inversa explicita B~!;
e Representacio de B~! na forma da inversa na forma de produto;

e Fatoracao LU de B, ou seja, B = LU.
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C.5 Dualidade

Associado a cada problema de PL existe um outro problema de PL conhecido
como Problema Dual. Por analogia, o problema original é denominado Prob-
lema Primal. O problema dual apresenta as seguintes caracteristicas: o
objetivo do dual é o reverso do primal (maximiza¢do X minimizagao); as
dimensoes do problema dual sdo as transpostas do primal (m variaveis e n
restrigdes); o sentido das inequagoes sdao inversos (< é trocado por >); os
coeficientes da fungao objetivo do dual sdo os recursos do primal; a exigéncia
de nao negatividade das varidveis é mantida no problema dual. Por exemplo,
o problema dual daquele apresentado em (C.1) é dada por

Minimizar w= bym +bomg+ -+ by
sujeito a a1 + a1+ F a1 = C1
a1271 + Q29T + + - - + Ao Ty = C2 (0.13)

A1pT1 + Q2pT2 + -+ - + QT = Cp

m>00i=1,...,m
Os problemas primal e dual tém as seguintes propriedades [19]:

e Se 0 problema primal ou o problema dual tem uma solucdo Otima,
entdo o outro (dual ou primal) também tem e a solugdo é a mesma
para ambos os problemas, ou seja, o maximo de z é igual ao minimo
de w. Por outro lado, se ndao ha solucao 6tima, duas possibilidades
podem ocorrer: ou ambos os conjuntos vidveis sao vazios ou um deles
é vazio e outro ilimitado.

e As variaveis do problema dual (71,7, ..., 7)) correspondem aos mul-
tiplicadores simplex do problema primal (chfl). Por essa razao, o
mesmo simbolo () foi escolhido para representar essas grandezas.

Exemplo C.4 O problema dual correspondente ao problema de PL apresen-
tado no exemplo C.1 ¢ dado por

Min w = m +7m
s.a 7T1+37T222
—m+m>1
7T120
7T >0

A solugao do problema acima é m = 0, m0 =1 e w = 7. Como pode ser
observado, o valor da fun¢do objetivo é o mesmo do problema primal.
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C.6 Analise de Sensibilidade

A analise de sensibilidade indica como o valor da funcdo objetivo z, obtida
na solucao de um problema de PL, varia quando existem variagoes pequenas
no vetor de custos (¢) ou no termo independente das restri¢oes de igualdade
(b). A exigéncia de varia¢oes pequenas é para garantir que a solu¢ao 6tima
continue localizada no mesmo ponto extremo do conjunto viavel. O valor da
funcao objetivo correspondente a solucdo 6tima é dada por

s =ch B 'b=n (C.14)

Uma variacdo Ab produz uma alteracao 7*Ab em z. Os multiplicadores
Simplex, ou a solucao do problema dual, 7* s@o os coeficientes de sensibili-
dade da variacao do valor da funcao objetivo como resultado de variagoes no
termo independente b, isto é,

T=—=chB™! (C.15)

Os multiplicadores Simplex sao os Multiplicadores de Lagrange associa-
dos as restri¢oes de igualdade da formulagao padrao do problema de PL. Em
aplicagoes econémicas do modelo de PL, esses multiplicadores estao associ-
ados aos Custos Marginais de producao.
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